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EINLEITUNG. 



In der Z^Vschen Transformationstheorie wird die Integra- 
tion einer gewöhnlichen Differentialgleichung erster Ordnung : 

F (X, y, yO = (I) 

bekanntlich auf die Ermittelung einer infinitesimalen Trans- 
formation *) 

(2) 



af af 

Uf =|(x,y)- + v,(x,y)-- 



zurückgeführt, durch welche die Ebene der x, y eine unend- 
lieh kleine Verschiebung in sich erfährt, dergestalt, dass dabei 
eine einzelne der Integralkurven von (1) in eine benachbarte 
desselben Systems transformiert wird. In dieser allgemeinsten 
Formulierung ist das Problem der zu einer Gleichung (1) ge- 
hörigen iuflHitesimalen Transformationen noch sehr unbestimmt, 
insoferne, als ja das System der Bahnkurven, längs welcher 
die einzelnen Punkte der Ebene bei der Transformation sich 
bewegen, ganz nach Belieben gewählt werden kann, etwa in- 
dem man 

' setzt, unter C eine willkürliche Funktion von x und y ver- 
standen. Diese Möglichkeit legt uns die Frage nahe, erstlich, 



*) \^\, 8. Lie, VorlcRungon über Differontialgleichuugen , herausgeg. 
vou Scheffers. 
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welche Anhaltspunkte für die geometrischen und funktioneu- 
theoretischen Eigenschaften der Funktion S sich bei allge- 
meinster Annahme von C gewinnen lassen, dann aber auch, 
wie man etwa durch spezielle Verabredungen über das Bahn- 
kurvensystem ein möglichst einfaclies und anschauliches Ver- 
halten der gedachten Funktion erzielen und damit das Problem 
der infinitesimalen Transformation in gewissem Sinne verein« 
fachen kann. Diese beiden Aufgaben bilden den Zielpunkt 
der nachfolgenden Entwickelungen, und zwar sollen der ersten 
von beiden das zweite und ein Teil des dritten Kapitels ge- 
widmet sein, während wir in den letzten Paragraphen der 
vorliegenden Arbeit ein spezielles, auf die Differentialgleich- 
ungen erster Ordnung und zweiten Grades bezügliches Pro-^ 
blem in Angriff nehmen wollen, indem wir dabei an die zweite 
der vorhin erwähnten Fragestellungen anknüpfen. 

Wird C willkürlich angenommen, so stellt sich i als 
Lösung einer partiellen Differentialgleichung erster Ordnung 
und ersten Grades dar, und wir können auf diese die gewöhn- 
lichen Integrationsmethoden iii Anwendung bringen. Deuten 
wir X, y, i als rechtwinklige Coordinaten des Raumes , so 
haben wir, um eine g^Ugemeine Integralfläche der erwähnten 
Differentialgleichung zu erhalten, in bekannter Weise gewisse 
Raumkurven, die sog. Charakteristiken, nach irgend einem 
Gesetze zu einer B'läche 

f(x, y, S) = (3), 

zusammenzuordnen. Dabei zeigt sich, dass selbst unter Zu- 
grundelegung einer Gleichung (1), welche y' im ersten Grade, 
X, y aber rational enthält, einem Punkte x, y keineswegs 
blos ein einziges S zugeordnet erscheint, dass also die x y- Pro- 
jektion der Fläche (3) die xy-Ebene nicht ein-, sondern mehr- 
fach überdeckt; eine solche Fläche werden wir im Folgenden 
kurz als mehrblätterig bezeichnen. 
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Indes gibt schon ein verhältnismässig einfacheres, hieher 
gehöriges Problem zu ganz entsprechenden Betrachtungen An- 
lass : wir meinen die Darstellung des allgemeinen Integrals 
einer Differentialgleichung (1) in der Form: 

ü) (X, y) = C 
bez. allgemeiner: 

f(x, y, C) = 0. 

Indem wir, dem Vorigen analog, die Grösse C als dritte 
Coordinate z eines rechtwinkeligen Systems interpretieren, 
können wir auch diese Frage mit der geometrischen Integra- 
tionstheorie der linearen partiellen Differentialgleichungen 
erster Ordnung in Verbindung setzen. Wir finden dann, dass 
.selbst für Differentialgleichungen ersten Grades die Fläche: 

(0 (x, y) = z (4) 

im allgemeinen keineswegs einblätterig ausfällt, d. h. dass es 
nicht ohne weiteres gelingt, die Integralkurven des Systems 
je durch eine einzige Constante zu charakterisieren, und es 
entspringt die Aufgabe, die verschiedenen Blätter der Fläche 
(4) auch analytisch darzustellen. Da diese Untersuchung in 
manchem Betracht einfacher ausfälH, als die entsprechende 
für die infinitesimale Transformation, so wollen wir sie so- 
gleich im nachfolgenden ersten Kapitel erledigen. 

Die Möglichkeit einer analytischen Behandlung unseres 
Gegenstandes ist jedoch, der Natur der Sache nach, ziemlich 
beschränkt. Man weiss zwar*), dass in der Nähe eines 
Punktes Xo, yo der Ebene im allgemeinen eine Integralfunction 
(0 existiert, welche nach positiven Potenzen von x — Xo und 
y — y© fortschreitet und innerhalb eines endlichen Gebietes 
konvergiert, doch lehrt andererseits schon der geometrische 



*) Yp;!. z. 11 Goursat, T^evons sur Tintegratioa des E(|uatiüiis aux 
Derivees PaiiioUes Nro. 10. 
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Augenschein, dass, abgesehen von den singulären Stellen der 
Differentialgleichung, auch für die Punkte der sogenannten 
„Grenzcyclen*' *) eine Darstellung (4) jedenfalls nicht existiert, 
so dass sich über die Convergenz eines solchen cd wenig all- 
gemeines aussagen lässt. Wollen wir daher auf analytische 
Hülfsmittel nicht ganz verzichten, .so müssen wir den Stand- 
punkt, den wir bezüglich der funktionentheoretischen Seite 
unserer Frage einnehmen wollen, folgendermassen formulieren : 
Wir betrachten nur solche Gebiete der Ebene, innerhalb welcjiei 
Besonderheiten der gedachten Art nicht auftreten , für di« 
also, nach geeigneter Fixierung der Anfangsbedingungen, 
eventuell auch unter Annahme eines passenden Coordinaten- 
systems, die Integralfunktion in eine Potenzreibe entwickelt 
werden kann. Nur dann dürfen wir an die formalen Be- 
dingungen , denen die Coefflzienten solcher Entwickelungen 
unterliegen, funktionentheoretische bez. geometrische Schlüsse 
knüpffen. 



Vgl. Poincare, Lionvillo's Journal, S. 3, t. VH und Vm. 



L Kapitel. 



§ 1. Die Integralfläcbe einer gewöhnlielien Differential- 
gleiehnng I. Ordnung and I. Grades. 



Wir setzen (1) in der Form voraus: 

X 



y = 



Y' 



(5) 



(6) 



WO wir unter X, Y der Kürze halber ganze rationale Funk- 
tionen von X und y verstehen wollen; man habe etwa: 

X ^ {io + tJ.,x-f }t,y + H^iX* + 2(ii,xy + (i„y«) 

Geben wir dann dem allgemeinen Integral von (5) die übliche 
Form 

« (X, y) = 0, (7) 

so genfigt (0 der Gleichung 



dx 9y 



(8) 



Setzt man daher an: 

<o = a^x -f a^y + ^ (a^x^ = 2a,aXy + a^^y^) + . . , (9) 

so erhält man aus der Identität (1) die folgenden Bestimm- 
uugsgleichungen für die a,k . . : 
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(1) |X„ai 4- X„a., = 0, 

(2) iXo«!! + t^'i«! + K^2 + ><oai2 = 0, 

~r ^ Xq a.222 = U, 



(10) 



(10) -J [1.0 «1222 + 5 tA2«12a + • ' • 



. -f- 7F A(, 0^2222 ") 



V'*^) ^5^*0 «12232 T" ~(ijP'2«1222 "1 • ' 



• • • ■Q^T Ao«2222S 



22222 



0. 



Diese Relationen zeigen, dass von den Coeffizienten 
ajk. . . der xy-Combinationen bis zum nten Grade einschliess- 
lich genau n willkürlich bleiben, d. h. dass cd noch die Co- 
effizienten einer willkürlichen Funktion von einer Variäbeln 
enthält. 

Wir können nun eine Integralfläche dadurch entstehen 
lassen, dass wir von den durch das simultane System 

dx dy dz 

X "" Y ■" "Ö" 

definierten Kurven, den „Charakteristiken'' der Gleichung (8), 
alle diejenigen zusammenfassen, die durch irgend eine Raum- 
kurve hindurchgehen. Die Gleichungen der letzteren wollen 
wir in der Form schreiben: 

^ (X, y) = 0, (11) 

z = 9 (X, y). • (12) 

Die Kurve (11) gehe durch den Coordinatenanfaugspunkt, 
so zwar, dass y vermöge (11) in eine Potenzreihe nach x: 

y = 7r(x) (13) 

entwickelt werden kann. Ist auch die Funktion ^ als eine 
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Potenzreihe der beiden Variabein x und y darstellbar, so 
kommt unsere Bestimmung der Integralfläche offenbar darauf 
hinaus, dass wir verlangen, die Punktion (o solle sich für 
y = 7c (x) aui 9 [x, TU (x)] Reduzieren. Die Identität : 

(0 [x, n (X)] = (p [x, TU (X)], (14) 

wo nun rechts wie links Potenzreihen einer Variabein stehen, 
liefert dann durch Ooefflzientenvergleichung ein System linea- 
rer Kelationen zwischen den ai^ . . . , durch welche die Be- 
stimmung dieser Grössen vervollständigt wird, 

Für (Jie Zahl und den Zusammenhang der Blätter unse- 
rer Integralfläche bietet sich naturgemäss der weiteste Spiel- 
raum. Ist z. B. y eine mehrdeutige Funktion, die indes 
nicht gerade im Coordinatenanfangspunkt verzweigt sei, so 
können wir die verschiedenen Zweige derselben als durch 
Potenzreihen gegeben voraussetzen; jeder dieser Zweige liefert 
dann für die Integralfläche ein Blatt, dessen Reihenentwickel- 
ung sich aus (10) sofort ergibt. Diese Vorkommnisse können 
wir im übrigen in einfachster Weise dadurch beseitigen, dass 
wir y in dem ganzen, für uns in Betracht kommenden Stück 
der Ebene als eindeutig voraussetzen, eine Annahme, an der 
wir im Folgenden überall festhalten wollen. Minder einfach 
l|lsst sich eine andere Besonderheit vermeiden , die in jedem 
Punkte eintritt, wo die Integralkurven unserer Differential- 
gleichung die Kurve (11) berühren, für den also ausser (11) 
auch noch die Relation 

besteht. Verlegt man nämlich den Coordinatenanfangspunkt 
in eine solche Stelle, so zeigt sich, dass den Bedingungs- 
gleichungen, die uns vorhin zur Bestimmung der (o-Coefflzienten 
dienten, nicht mehr genügt werden kann. Wir wenden uns nun- 
mehr zu einer ausführlichen Diskussion dieses Vorkommnisses. 
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§ 2. ümrisskurTen der Integralfläche. 

Um unsere Betrachtungen nicht unnötig zu komplizieren, 
wollen wir unter Beibehaltung der vorhin getroffenen Verab- 
redung über die Gleichung (12) diö Kurve, längs welcher wir 
die Charakteristiken anreihen, als in der y z-Ebene. gelegen 
voraussetzen, so dass (II) übergeht in: 

X = 0, (16) 

worauf (12) in der Form 

z = ?(y) --: ßiy + iß.y^ + iß3y^+.... (17) 

geschrieben werden kann; y möge für alle diejenigen reellen 
Punkte der y-Axe konvergieren, die innerhalb des am Schlüsse 
der Einleitung charakterisierten Bereiches gelegen sind, und 
daselbst auch als eindeutig vorausgesetzt werden. 
Die Relation (15) geht über in: 

X = 0; (18) 

ist demnach im Anfangspunkt [i.«, < 0, so haben wir 

»2 = ßll «22 = ßa; «22222 == ßö ' • ' • ' (l^) 

ZU setzen und dann aus (10) die fehlenden ai„ . . zu bestimmen. 
Man pflegt sonst bei den Untersuchungen über das all- 
gemeine Integral einer Differentialgleichung wohl auch von 
der Darstellung 

y = yo + yo' (x-x„) + ^p,(x-Xo)« + iPs (x-x,)« + . . .(20) 

auszugehen; Xoyo ist dabei irgend eine nicht singulare Stelle 
der Differentialgleichung, y©' der dazu gehörige Wert von, y', 
die p, sind gewisse rationale Funktionen der genannten Grössen. 
Diese Form des Integrals lässt sich leicht in unsere bisherigen 
Betrachtungen einordnen. Wir brauchen zu dem Zwecke nur 
irgend eine Relation zwischen Xo und yo anzunehmen und eine 
der beiden Grössen Xo, y© als Integrationsconstante zu wählen. 
Gelingt es dann auf irgend eine Weise, z. B. y« aus (20) als 
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Fjinktion von x und y darzustellen , so sind wir wiederum 
auf die Integralform (7) geführt. Setzen wir insbesondere 

Xo = 0, (21) 

so ersieht man leicht, dass diese Annahme identisch ist mit 
der andern: 

ßi = 1, ß« = ßs = . . . . =0, 
so dass also die Charakteristiken längs der Geraden 

y = z 

aufgereiht werden. 

Es liegt in der Natur der Relationen (10), dass sie für 
jeden Punkt des der Betrachtung zu Grunde liegenden Ebenen- 
stückes, also auch der y-Axe, soweit sie in Frage kommt, 
Geltung haben müssen, d. h. wenn wir die Coeffizienten der 
Entwickelung von w, X und Y nach Potenzen von x und 
y — y^^^ durch den obern Index ^'^ kennzeichnen, so werden 
die Gleichungen (10) auch für ai^^*^ . . . , Xi^^'^ . . . , [1.,^^'^ ... be- 
stehen. Gilt nun für den Punkt 0, y^*^ die Gleichung 

X = oder \io''^ = 0, (22) 

d. h. berührt in dem Punkte 0, y^^^ eine Integralkurve die 
y-Axe (ohne dass gleichzeitig Xo^'^ = 0), so kann den Gleich- 
ungen (10) durch endliche Werte der ai^'\ a^^^^ . . nicht mehr 
genügt werden, solange die ß^^*^ keinen besonderen Beding- 
ungen genügen. Aus dem Umstand, dass bei der Annäher- 
ung an einen solchen Punkt die a^, an..., also auch die 

d (t) 

Funktion :r— unendlich gross werden, während die ß, endlich 

o X 

bleiben, könnte man schon schon schliessen, dass sich die 
Tangentenebene der Integralfläche in dem Punkte 

0, 7^\ z(»> = tpir^) 

vertikal stellt und mit der yz-Ebene zusammenfällt. Wir 
werden später dafür eine weitere Bestätigung erhalten. Es 
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geht also durch den betreffenden Punkt der Fläche eine Um- 
risskurve hindurch. Andererseits aber muss die durch Ver- 
ticalprojektiou entstehende Umrisskurve der lutegralfläche 
aus Charakteristiken bestehen, da sich sonst für die Pro- 
jektionen der Charakteristiken auf die xy-Ebene eine Enve- 
loppe ergeben würde, was bei einer Differentialgleichung ersten 
Grades offenbar nicht möglich ist. Daraus ergibt sich, dass 
längs der durch den Punkt 0, y^'\ z^'^ laufenden Charakteristi- 
ken zwei Blätter der Integralfiäche in einfachster Weise zu- 
sammenhängen. 

Sei z. B. die Differentialgleichung 

dy X — a 

dx ~" y" 

vorgelegt, und verlangen wir, dass sich o) für x = auf y 
reduziere, d. h. ordnen wir die Charakteristiken längs der 
Geraden x = 0, y = z an, so wird die Integralfläche: 

z = Y(x — a)^ + y^ — a^, 

die Gleichung eines vertikalstehenden einschaligen ßotations- 
hyperboloids, das den Kreis 

(x -— *df + y2 === a^ 

als Kehlkreis besitzt. 



§ 3. Besondere Festsetzung über die Funktion f. 

Wir setzen im Folgenden voraus, dass einer der Punkte 
0, y^'^ für die X verschwindet, zum Anfangspunkt des Co- 
ordinatensystems gemacht sei. Dann hat man also 

ixo = 0. (23) 

Es ist leicht zu sehen, dass durch eine passende Be- 
stimmung der ßi die vorhin konstatierte Besonderheit der 
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Integralfläche verschwindet. Berücksichtigt man nämlich (23), 
so kann man wegen Xo 4= zunächst 

ß, = a, = (24) 

setzen. Substituiert man dies in die 2te, 3te und 6te der 
Relationen- (10), so erhält man durch Elimination der Grössen 
a^ und a^^ ^^^^^ lineare homogene Relation zwischen fx.^., = ß.^ 
und a222 = ßa, die wir so schreiben: 

Wir können ebenso aus den Gleichungen (10) 2, 3, 4, 7, 8, 
10, 15, die Grössen a^, a^^, a^g, a^^g, «^22» 0^1222 eliminieren, 
und erhalten so eine lineare homogene Relation zwischen den 

Grössen a22 = ß^ , a222 = ßg aggaaa = ßs 1 welche unter 

Berücksichtigung der soeben erhaltenen die Form annimmt: 

Allgemein ergibt sich, dass man durch dies Eliminations- 
verfahren ein System von unendlich vielen Relationen erhält, 
das durch Berücksichtigung der jedesmal vorhergehenden in 
folgender Form geschrieben werden kann: 

ßi- = 0, 

^ßs+^ßa = 0, 

^'ßa + ^'ß-i + p'ß, = 0, , 

^"ßH-^"ß5 + P"ße+^"ß; = 0. 



(25) 



Dabei sind die und t. . . gewisse rationale und ganze 
Funktionen der Xj^ . . . und [Xik ... Ist die vorgelegte Diffe- 
rentialgleichung allgemein, so wird keiner dieser Coeffizienten 
verschwinden. Man sieht, dass die Beziehungen (25) noch 
unendlich viele der ßj willkürlich lassen. 

Unterwerfen wir also die Coeffizienten von y den Be- 
dingungen (25), so kann man aus der dritten Gleichung (10) 
a,, dann aus der zweiten a^a bestimmen; hierauf liefert die 
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vierte a» u. s. w. Die Integralfläche wird sich dann in der 
Nähe des Nullpunktes vollkommen regelmässig verhalten. 

Wir erwähnten schon vorhin, dass, wenn man die.Co- 
efflzienten der Entwickelung von w, X, Y nach Potenzen von 
X — x^'^, y — y^'^ bez. mit ajk^'^;., (J^ik^'^., W^ . bezeichnet, die 
Relationen (10) auch für diese gestrichenen Grössen gelten, 
vorausgesetzt, dass x^'\ y^'^ ein Punkt unseres Bereiches ist. 

Infolgedessen zieht die Gleichung 

• 

Ito^^^ = . (26) 

auch das in den gestrichenen Ooeffizienten geschriebene Gleich- 
ungssystem (25) nach sich, mit andern Worten: 

Haben wir durch spezielle Wahl unseres y die Verzweig- 
ung der Integralfläche in einem der Punkte 0, y^'\ für die X 
verschwindet, beseitigt, so verschwindet sie dadurch auch in 
allen übrigen dem Bereiche angehörenden Punkten dieser Art, 
vorausgesetzt natürlich, dass die durch die Relationen (25) 
„nprmierte Anfangsfunktion" tp für alle diese Punkte auch 
wirklich konvergiert. Genauere Angaben über diese Cou- 
vergenz lassen sich, wie es scheint, nicht allgemein, sondern 
nur für jeden speziellen Fall durch gestaltliche Diskussion 
des vorgelegten Integralkurvensystems erzielen. 

Wir wollen zur Veranschaulichung der erwähnten That- 
sache aus der grossen Fülle verschiedener gestaltiicher Mög- 
lichkeiten zwei besonders einfache Fälle herausgreifen. 

Man habe auf der y-Axe zwei Punkte y^*^ und y^*^ der 
erwähnten Art, und es möge der Gesamtverlauf der Integral- 
kurven zunächst durch Fig. la dargestellt sein. Die z Axe 
stehe in senkrecht auf der Zeichnungsebene. Ordnen wir ' 
jetzt diejenigen Charakteristiken, die durch die Gerade y =^ z. 
hindurchgehen, zu einer Jntegralfläche zusammen, so nimmt 
der Schnitt dieser Fläche mit der y = z- Ebene, wie man 
leicht sieht, die in Fig. Ib gezeichnete Gestalt an. Diese 
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Figur lässt zunächst erkennen, dass durch die * Punkte 
B (0, y^ C^'O und Q (0, y^, C^«)) je ein zweiter Zweig der 
Schnittkurve hindurchgeht, wie es dem. Umstände entspricht, 
dass die yz- Ebene Tangentenebene der Fläche wird. Ferner 
ist ersichtlich, dass die durch P und Q laufenden Charak- 
teristiken XJmrisskurven der Fläche sind. In der That besitzt 
unsere Schnittkurve in den Punkten A und B, wo diese 
Charakteristiken die yz-Ebene weiterhin schneiden, vertikale 
Tangenten. 




( Grundrifs ) 



0' 
FigJ. 



f Seitenrifs J 



Hätten wir nun von vorneherein den Zweig A P C als 
Äusgangskurve gewählt, so hätte sich die entstehende Inte- 
gralfläche an der Stelle C ganz regelmässig verhalten. Dieser 
zweite Zweig, den wir mit z = ?!> (y) bezeichnen, genügt also 
an der Stelle y^^^ den Relationen (25) und zwar unabhängig 
von der Natur des ersten Zweiges PQO oder z = (p(y). 
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Wenn also die Coeffi/iienten von tp so bestimmt werden, dass 
rp mit ^ zusammenfällt, d. h. also, wenn die ßelation*en (2^) 
im Punkte y^^^ erfüllt sind, so sind sie es auch im Punkte y^^^ 
Man sieht leicht, wie diese Schlussweise auf mehrere Punkte 
y^^^ anwendbar bleibt. 

Seien zweitens wie vorhin zwei Punkte y^'^ und y^^^ auf 
der y-Axe vorhanden, diesmal aber der Verlauf des SysLems 










Fig. 2a 



durch Fig. 2a dargestellt. Wir ordnen die Charakteristiken 
wiederum längs der Geraden y == z an. Die Schnittkurve 
der entstehenden Fläche mit der yz-Ebene besteht dann nur 
aus zwei Zweigen, die Integralfläche wird also zweiblätterig 
sein, während die vorige aus drei Blättern sich zusammen- 
setzte. Lassen wir also die beiden Zweige der Schnittkurve 
in P. zusammenfallen, so tritt dies von selbst auch im Punkte 
Q ein , die Kurve z = <p (j^) nimmt dann etwa die Gestalt 
an, welche durch Fig. 2b dargestellt ist. Man kann zur 
Realisierung dieses Falles ein Kreisbüschel mit reellen, auf 
derselben Seite der y-Axe liegenden Grenzpunkten benutzen. 
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Unter den zu Anfang dieses Paragraphen über den Null- 
punkt gemachten Voraussetzungen gelangen wir demnach zu 
dem nachfolgenden Resultat: 

Wenn wir die Coefflzienten ßj der Funktion y den Be- 
dingungen (25) unterwerfen, so erhalten wir vermöge der 
Beziehungen (10) und (25) eine Fläche (o = C, welche inner- 
halb unseres Bereiches nirgends den im vorigen Paragraphen 
erwähnten Zusammenhang aufweist; wir wollen eine solche 
Fläche als eine einblätterige bezeichnen. 



Fig.Zh, 



Der Grund, aus dem wir die singulären Stellen und 
Grenzcyclen prinzipiell von unserer Betrachtung ausschliessen 
mussten, liegt darin, dass das Verhalten der Integralfläche 
an solchen Stellen weder geometrisch noch analytisch hin- 
reichend einfache Resultate liefert. Die Betrachtung der- 
jenigen Punkte, welche Poincar6*) als „noeuds" und ,^oyers" 
bezeichnet, zeigt besonders deutlich das äusserst verwickelte 
Verhalten der Integralfläche. Aber auch der relativ ein- 
fachere Charakter des Integralkurvensystems in der Nähe 
eines sog. Sattelpunktes, wo das System gestaltlich mit den 

Kurven 

xy = C (27) 

übereinstimmt, darf uns keineswegs zu der Annahme verleiten, 



•) Liouvüle*s Journ., Ser. 3, t. VII. 
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dass dort die Integralfiäche etwa einen Sattelpunkt im ge- 
wöhnlichen Sinne aufweise. Es ergibt sich dies schon daraus, 
dass eine Zuordnung der Integralkurvenzweige, die der Zu- 
sammengehörigkeit je zweier Hyperbeläste in (27) entspräche, 
im allgemeinen Falle nicht vorhanden zu sein braucht. 

Wenn die erste der Relationen (15) für einen Punkt der 
y-Axe erfüllt ist, ohne dass gleichzeitig (jlo = 0, d. h. wenn 

d Qp 
ein Nullpunkt der Punktion -p- vorliegt, der nicht mit einem 

der Punkte y^'^ zusammenfällt, so erkennt man, dass auch ai 
verschwinden muss, während die übrigen Coeffizienten wie 
gewöhnlich zu bestimmen sind. In der Entwickelung von w 
verschwinden also die beiden ersten Glieder, d. h. es gehen 
durch den Punkt zwei Zweige von Integralkurven hindurch. 
Da dies aber, wie aus der Theorie der singulären Punkte 
bekannt ist, allgemein nur dann eintritt, wenn gleichzeitig 
[1q = 0, Xo = 0, so ist dieses Vorkommnis nur dadurch zu 
erklären, dass die beiden durch den Punkt gehenden Zweige 
zusammenfallen; co wird also dann das vollständige Quadrat 
einer Potenzreihenentwickelung nach x und y. Da ausserdem 
wegen aj = ßi = die Tangentenebene der Integralfläche 
horizontal wird , so erkennen wir , dass unsere Fläche längs 
der durch diesen Punkt laufenden Charakteristik von einer 
Horizontalebene berührt mri. 

Die Theorie des Multiplikators führt zu demselben Er- 
gebnis. Man hat ja für den Multiplikator M die Gleichungen : 

Wir deuten durch den Index o an, dass in dem betreffenden 
Ausdrucke x = gesetzt ist. Hat man dann für einen Punkt 
der y-Axe 



Va y/o 
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ohne dass 

Xo = 0, 

so muss Mo für diesen Punkt verschwinden. Da nun aber 
M = eine Partikularlösung von (5) darstellt, so erkennt 
man, dass durch den betrachteten Punkt eine Charakteristik 
hindurchgeht, längs welcher, wie obige Beziehungen lehren, 

;r— und ;r— koustaut verschwinden.*) 

d X dy 



§ 4. Mehrblättrige Flächen. 

Das am Schlüsse des ersten Paragraphen erörterte Ver- 
halten der Integralfläche an den Stellen, die wir damals mit 
0, y^*^ bezeichneten , legt uns die Frage nahe , wie man das 
zweite Blatt, das an einer solchen Stelle mit dem zunächst 
gegebenen zusammenhängt, analytisch wirklich bestimmen 
könne. Der früher aufgewiesene Zusammenhang unserer Be- 
trachtungen mit dem Ansatz (20) pag. 10 macht besonders 
deutlich, welche Stellung eine solche Untersuchung innerhalb 
der Theorie der durch eine Differentialgleichung definierten 
Funktionen einnimmt; sie soll dazu dienen, für diejenigen 
Divergenzstellen, wo yo' unendlich ist, das Verhalten der In- 
tegralfunktion (20) zu kennzeichnen und in gewissem Sinne 
eine analytische Fortsetzung derselben zu liefern, bedeutet 



*) Es ist dies eine der Kurven, längs welcher die Entfernung Ss 
zwischen zwei benachbarten Integralkurven nicht etwa verschwindet, sondern 
unendlich gross wird. Vergl. Lie a. a. 0. Kap. 9, § 1. Die Bedingung 

— - = oder 8s = führt zu der Besonderheit, dass längs eines Teils der 
parabolischen Kurve der Integralfläche die Tangentenebene vertikal steht. 
Wegen — = besteht dann die Horizontalprojektion dieses Teils wieder- 
um aus Integralkurven. Diese Bemerkung vordanke ich Hrn. Kldher, 

2* 



— 20 — 

mithin einen ersten Schritt in Richtung der Aufgabe, über 
(las geometrische und funktionentheoretische Verhalten einer 
solchen Funktion etwas allgemeines auszusagen. 

Es erhebt sich ausserdem die Frage, wie man für eine 
endliche Anzahl q dieser Punkte y^'^ die entstehende, eventuell 
q 4- 1 blätterige Fläche durch eine in C bis zum Grade q -[- 1 
ansteigende Gleichung : 

f(x, y, 0) = (28) 

darzustellen habe. 

Um zunächst für das erste dieser Probleme einen Ansatz 
zu gewinnen, denken wir uns im Nullpunkt die Gleichung (18) 
pag. 10 erfüllt und 

? = T.y + iT2y* + iTsy» + ... (29) 

willkürlich vorgelegt. Es handelt sich darum, den zweiten, 
durch den Nullpunkt gehenden Zweig (pi der Kurve, in der 
die yz-Ebene die Integralfläche schneidet, nadi steigenden 
Potenzen von y zu entwickeln. 
Sei nun 

^ = ß.y + iß,y« + ißsy« + ... (30) 

eine Punktion , deren Coeffizienteii den Relationen (25) ge- 
nügen; berechnen wir das allgemeine Integral (9) nach Ein- 
setzung dieser ß, mit Hülfe von (10), so zeigt es in der Nähe 
des • Nullpunktes keinerlei Verzweigung. 

Ist nun 0, y, ein in der Nähe des Anfangspunktes ge- 
legener Punkt der y-Axe, so lautet die Gleichung der durch 
diesen Punkt gehenden Integralkurve: 

ßiyi + iß2yi'+--- 
== ßiy + iß2y'+- . • + «ly + i (^«la^y + «nx^) +. . . 

Setzen wir hierin x = 0, so folgt: 
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Dividieren wir nach Hinüberschaffung der rechten Seite auf 
die linke das Ganze durch y, — y, so kommt 

ß. + iß«(y+y.) + ißs(y' + yy.+y.*)+--- = o. (3i) 

Aus dieser Gleichung können wir die Ordinate y^ des zweiten 
in der Nähe des Nullpunktes liegenden Schnittpunktes unserer 
Integralkurve mit der y-Äxe in vollkommen eindeutiger Weise 
dadurch berechnen, dass wir aus (31) y nach Potenzen von 
yi entwickeln, und beachten, dass y^ für y, = wegen ßi = 
gleichfalls verschwindet. Die entstehende Formel für y^ ist, 
wie eine einfache Rechnung lehrt, von den vermöge (25) noch 
willkürlichen Coeffizienten ß, vollkommen unabhängig, indem 
die in die Entwickelung von y, eingehenden ß-Combinationen 
mit Hülfe eben dieser Relationen durch bekannte Grössen 

und das Verhältnis ^^ und dieses schliesslich selbst durch 

bekannte Grössen ausdrückbar sind. Man könnte auch um- 
gekehrt von hier aus zur Aufstellung der Relationen (25) 
gelangen, indem man die Bedingungen für die Existenz einer 
nur von den Qonstanten der Differentialgleichung abhängen- 
den Relation zwischen y2 und y, untersucht. Da übrigens 
die Existenz dieser Relation geometrisch nahezu selbstver- 
ständlich ist, so wollen wir uns mit dem Beweise unserer 
Behauptung nicht weiter aufhalten. Wir setzen demgemäss: 

y« = Tiyi + ^T^yi^+iTsy.V--» (32) 

worin die ti bekannte, d. h. von den Coeffizienten Xj^. ., (Iik. . 
abhängende Grössen vorstellen. 

Nun ist der gesuchte zweite Zweig <pi von (p offenbar 
dadurch charakterisiert, dass 

y, (y,) = (p (y.). (33) 

Setzen wir 

?, = 8,y + ^8,y« + ..., (34) 
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so ergeben sich die zur vollständigen und eindeutigen Be- 
stimmung der Si nötigen Relationen aus der Identität (33), 
wenn man darin für <p, ^^ und ya resp. ihre Entwickelungen 
(29), (34) und (32) substituiert und die Coeffizienten gleich 
hoher Potenzen von y^ auf beiden Seiten vergleicht. Unsere 
erste Aufgabe ist damit gelöst. 

Bezüglich der Reihenentwickelung (34) müssen wir. aufs 
Neue hervorheben, dass dieselbe zwar für ein endliches Stück 
der y-Axe sicher konvergiert, dass sich aber selbst innerhalb 
des der Betrachtung zu Grunde liegenden Bereichs über die 
Gültigkeit einer solchen Entwickelung nur nach voraufgehen- 
der gestaltlicher Diskussion unserer Integralkurven etwas be- 
stimmtes aussagen lässt. 

Betrachten wir z. B. den Fall, der durch Fig. l darge- 
stellt wird, so erkennen wir unmittelbar, dass die für die 
Punkte y^^\ y^*^ gebildeten Entwickelungen (pi und ^^ an den 
mit A und B bezeichneten Punkten der y-Äxe aufhören, 
gültig zu sein. 

In solchen einfachsten Fällen ist die zweite der zu An- 
fang dieses Paragraphen aufgeworfenen Fragen leicht zu er- 
ledigen. 

Seien also innerhalb unseres Bereiches q Punkte 0, y^*^ 
auf der y-Axe vorhanden, welche zu q + 1 Blättern der In- 
tegralfläche Veranlassung geben mögen. Sei dann für jeden 
dieser Punkte der entsprechende Zweig y, in der soeben aus- 
einandergesetzten Weise bestimmt, so denken wir uns alle 
diese y nach Potenzen von y — b entwickelt; b soll dabei 
keiner der Relationen: 

genügen, d. h. der Punkt 0, b soll weder mit einem der 
Punkte y^^\ noch auch mit einem solchen Punkt zusammen- 
fallen, in dem eine die y-Axe berührende Integralkurve diese 
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Axe weiterhin schneidet. Wir erkannten ja an Fig. 1, dass 
an solchen Stellen jedesmal für zwei der fi eine Verzweigung 
eintritt. 

Die erwähnten Entwickelungen seien; 



<p, = l 8,^^y-hY (i = 1, 2...q) 

(35) 

9 = S 8,(y-hy 



Für jeden dieser Zweige (p, ergibt sich aus (10) eine Ent- 
wickelung des entsprechenden Zweiges der Integralfläche: 

+ i [«i/^^ X« + 2 a,,^») X (y - b) -f 8,^^) (y - b)«] ... (gg) 
CD = 0,4-1 + aiX + 8i(y — b)+ . .. I 

Wir setzen ferner die gesuchte Integralgleichung in der 
Form voraus: 

^ + ^[,0)0 + ti>o)C2 +. . .4- ^(^C^ + 0^ + ^ = = F. (37) 

Dabei sei: 

(!> = ti,, + ^,x + ^,(y-b) + i(4)nx^+. ..)+... 

Die Anfangswerte (j^o? I^o^^^ sind durch die Bemerkung be- 
stimmt, dass die Wurzeln Ci, 02...Cq + i der Gleichung 

^0 + *o^^^C + (1)0^*^0« +. . . + (fo^^^C^ + C^ + * = 

resp. mit den Werten übereinstimmen sollen, welche die 
Funktionen ^i , 9^ . . . y, , f für y = b annehmen. 

Wir entwickeln jetzt die Grösse C aus (37) mit Hülfe 
der TayZorschen Reihe nach Potenzen von x und y — b; es 
ist dies möglich, da nach unseren Voraussetzungen über den 
Punkt 0, b die Anfangswerte Ci , C^ . . . Cq + 1 alle verschie- 
den sind. 
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Bezeichnen wir jetzt den Wert von ^-^, wenn darin 
X = 0, y = b, = C, gesetzt wird, mit o,, ebenso den 
entsprechenden Wert von r^^ mit Oj', so folgt: 

+ q + 1 4)/^-*^C,^-' + . .)(*/^0/^ + . .« + 
+ 0/ (f ^«^ 0,^ + . . + 1>0'] X« + 

+ i [<3i'(*i.^^ Oi^ + . . + *i.^^^ C, + 4),,) . . ] x(y- b) 
Ol 

+ .... (38) 

(i= 1, 2...q + l). 

Durch Identifizierung dieser Formeln mit den entsprechenden 
EntWickelungen (36) erhalten wir dann die nötigen Gleich- 
ungen zur Berechnung der t^J^^ . . . und <I>ik . . . Man sieht 
zugleich, dass diese Berechnung sich auf linearem Wege aus- 
führen lässt. Dadurch haben wir erreicht , dass die q -h 1 
Werte der Constanten, durch welche je ein und dieselbe In- 
tegralkurve in dem betrachteten Ebenenstück charakterisiert 
wird, für jeden in Frage kommenden Punkt durch eine ein- 
zige algebraische Gleichung geliefert wird. 

Nachdem wir in § 3 ein Mittel zur Bestimmung einer 
einblätterigen Integralfläche kennen gelernt haben, erscheint 
es vielleicht überflüssig, sich mit dem komplizierteren Falle 
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von q + 1 Blättern zu beschäftigen Es sei jedoch hervor- 
gehoben, dass wir in den CoefÄzienten ^, (j>(>*) der Gleichung 
(37) eindeutige Funktionen einer und derselben to-Punktion 
vor uns haben, und es ist nicht unwahrscheinlich, dass diese 
Bemerkung dazu dienen kann, eine einfachste Form des In- 
tegrals noch genauer zu kennzeichnen, als dies durch die 
Relationen (25) geschehen ist. Wir wollen diese Bemerkung 
indes nicht weiter verfolgen. 



IL Kapitel. 

§ 1. Einleitende Bemerkungen &ber die infinitesimale 

Transformation. 

Die aasfttbrliohe Darstellung im vorigen Kapitel erlaubt 
uns, die analogen Entwickelnngen für die infinitesimale Trans- 
formation bedeutend kttrzer zu fassen. Doch müssen wir be- 
züglich der dabei zur Verwendung kommenden Grundvorstell- 
ungen einige Bemerkungen vorausschicken. 

Ist 0) eine Lösung der partiellen Differentialgleichung (8), 
pag. 7, ferner 

df df 

eine zu (5) gehörige infinitesimale Transformation, so ist be- 
kanntlich*) jede andere infinitesimale Transformation derselben 
Gleichung in der Form darstellbar: 



S' = F(co)(S + pX) 

YJ' = P (cö) (Y, + p Y). 



(*0) 



P ist hiebei eine willkürliche Funktion von w, p eine will- 
kürliche Funktion der beiden Variabein x und y. 



') Vgl, S. Lie, a. a. 0., Kap. 7 § 1. 
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Wenn wir, wie in der Einleitung, das System der Bahn- 
kurven unserer infinitesimalen Transformation i', kj' willkürlich 
annehmen, so dass etwa 

7,' = S'C, (41) 

so folgt aus (40): 

■n — U' 



p = 



XC — Y' 



also: 



S' = p («0) (S + ^i^ X) 
>j' = F (<o) (yi + ^~j_ ^^ Y). 



(42) 



Diese Formeln liefern die zu irgend einem System von 
Bahnkurven gehörigen infinitesimalen Transformationen, wenn 
eine infinitesimale Transformation $, yj bekannt ist. 

um auch noch die Bedeutung der in (42) auftretenden 
willkürlichen Funktion F(a>) einzusehen, bemerken wir fol- 
gendes : 

Man kann £ und n auch dadurch definieren, dass der 
Ausdruck 

eine Funktion von <o allein sein soll. Wenn nun i und yj 
die Gleichung 

(43) 



3x '3y 



befriedigen, so ergibt sich: 

. 3(0 3(0 _^ ^ 

Setzen wir also die rechtsstehende Funktion F fest, so 
geht durch unsere infinitesimale Transformation die Kurve 
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ö> = C 
über io 

0) = + F(C)8t. (44) 

Es ist leicht zu sehen, dass das Gesetz (44), nach welchem 
die Integralkurven aufeinanderfolgen, von der Art, in welcher 
(7) geschrieben ist, also von der Wahl der im vorigen Kapitel 
betrachteten Funktion tp ganz unabhängig ist. 

Da nun S und -q der Gleichung: 

genügen (wobei f [xyy] = die vorgelegte Differentialgleich- 
ung bedeutet), so sehen wir: 

Um das Problem der Auffindung einer infinitesimalen 
Transformation zu einem völlig bestimmten zu machen, ge- 
nügt es, die Bahnkurven willkürlich anzunehmen und die 
Integralkurven unserer Differentialgleichung nach einem ge- 
wissen Gesetze (44) aneinanderzureihen. Die erstere Fest- 
setzung lässt £ als Lösung der partiellen Differentialgleichung: 

af ^af af/ac .am ,. ,aFas 



,raf af af/ac .am ,. 



df dx 



sF a 2 

+ri^-r)^.^ = o ■ (46) 

erscheinen, die zweite liefert die Bestimmung einer Integral- 
fläche derselben nach dem nämlichen Prinzip, das auch in 
§ 1 des ersten Kapitels benutzt ward, wie man leicht fol- 
gendermassen erkennt: 

Ohne der Allgemeinheit zu schaden , können wir das jo 
der Formel (20) pag. 10 als Integrationskonstante wählen. 
Setzen wir Xo = und nehmen an, dass durch Anwendung 
von üf die Kurve 

übergehe in 

0) = yo + F(yo)dt. 
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Seien nun in Fig. 3 A,B,, AjB, zwei benachbarte In- 
tegralkurven, A, B, eine Bahnkurve unserer infinitesimalen 
Transformation, so ist 

A.A. = F(yo)8t, 
cot<YA.B, = y„', tg<B.A.C = C., 



oder 



SSt = A,C = A,B,cosB.A,C 



« = ^w-iw!"^^*'''' 



die trigonometrischen Punktionen lassen sich leicht durch So 
und y'„ ausdrücken. 




Die Punktion, auf welche sich i längs der y-Axe redu- 
ziert, kann mithin wegen der Unbestimmtheit von P ebenfalls 
willkürlich gewählt werden. Wir wollen an dieser Bestimm- 
ungsart auch im Polgenden festhalten, also eine Integralfläche 
unserer partiellen Differentialgleichung dadurch herstellen, 
dass wir die Charakteristiken derselben durch eine in der 
y$-Ebene willkürlich gewählte Kurve hindurchlegen. Diese 
Charakteristiken werden durch das simultane System; 
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dx dy (C-y')ä^dS 



1 y' tP^ . r^^ . 9F/aC . „,3C 



raF aF aF/ac ,ac\l 
[ax''"^ay +ay'Vax + ^ ay/J 



(47) 



definiert und bilden demnach ein System von oo* Raurakurven, 
die sich auf der xy-Ebene in die oo* Raurakurven der vor- 
gelegten Dilferentialgleichung F(xyy') = projizieren. 

Ist nun eine dieser letzteren Kurven geschlossen, und 
denken wir uns dieselbe als Basis eines auf der xy-Ebene 
senkrecht stehenden Cylinders, so ist der Fall denkbar, dass 
die auf diesem Cylinder verlaufenden Charakteristiken der 
infinitesimalen Transformation sich entweder überhaupt nicht 
oder erst nach mehreren Umläufen schliessen. * Zur Aufklär- 
ung dieser Frage haben wir uns daran zu erinnern, dass die 
geschlossenen Integralkurven je nach der Beschaffenheit der 
Nachbarkurven in zwei Kategorien zerfallen: Seien erstlich 
die Nachbarkurven auch geschlossen, so erkennt man leicht 
geometrisch, dass bei eindeutigem C die Charakteristiken sich 
nach einem Umlauf um den Cylinder, eventuell nach zwei 
oder mehreren Durchgängen durch's Unendliche, schliessen 
müssen. Ist zweitens die geschlossene Kurve ein sog. Grenz- 
zyklus, so zeigt eine einfache Überlegung, dass die Charak- 
teristiken sich schraubenförmig um den Cylinder herumwinden, 
so zwar, dass sich die Windungen gegen die xy-Ebene zu 
asymptotisch verdichten. Diese Vorkommnisse lassen wir, 
den in der Einleitung gemachten Bemerkungen entsprechend, 
ausser Acht. 



§ 2. Die Fläche der infinitesimalen Transformation. 

Wenn die Differentialgleichung 

y = J m 
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gegeben ist, so lässt sich die Gleichung (45) mit Benutzung 
der Symbole: 



Uf = S-i+7j^ 



auch so schreiben: 



(49) 



ÜX — A$ _ ÜY — Ali 
X Y 



oder ausgerechnet: 



V dx 3x7 ^ ' V dy dyj 

dj^ dX^ dy 



dX 



(50) 



Wir legen unserer Untersuchung wiederum ein Gebiet 
der Ebene zu gründe, wie es am Schlüsse der Einleitung des 
Näheren charakterisiert ist und setzen rj == $ C, wo C in dem 
betrachteten' Bereiche eindeutig und in der Form 

C = Co + CiX + C8y + i(CnX«+...) (51) 

darstellbar ist; ferner sei: 

S = $o + Six + £,y + ... (52) 

Substituiert man diese Werte, sowie die in (6) gegebenen 
EntWickelungen für X und Y in (50), so erhält man Rela- 
tionen zwischen den $,k.., Cik •, hk-> Kk- -) welche von den 
Coeffizienten S^. , der xyCombinationen bis zum nten Grade 
einschliesslich genau n willkürlich lassen. Die Funktion i 
enthält also noch, wie es sein muss, die Coeffizienten einer 
willkürlichen Funktion einer Variabein. Da die gedachten 
Relationen den früheren Gleichungen (10) ganz analog, aber 
höchst weitläufig ausfallen, so unterlassen wir die Aufstellung 
derselben. Wir zitieren sie vielmehr kurz unter der Bezeich- 
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üung (10 a), und beschränken uns darauf, die innersten Ka- 
pitel aus (10) gezogenen Schlüsse für unseren Fall kurz zu 
wiederholen. 

Setzen wir fest, dass sich £ für x = auf eine ein- 
deutige Punktion ^ reduziere, die in Form einer überall kon- 
vergenten Potenzreihe 

^ = So + Oiy + ^a,y»+... (63) 

gegeben sei, so wird die Fläche der infinitesimalen Trans- 
formation an einer Stelle 0, y^^K für die 

(to^'') = 0, K''' + 0, (64) 

wiederum eine Verzweigung aufweisen. Wie früher zeigt 
man, dass die durch einen solchen Punkt 0, y^^\ ^^^^ hindurch- 
gehende Charakteristik eine Umrisskurve der Fläche ist. 
Soll eine derartige Verzweigung vermieden werden, so müssen 
die Ooeffizienten von ^ gewissen Relationen genügen, die den 
Gleichungen (25) analog gebaut sind, und die wir aus diesem 
Grunde mit (25a) bezeichnen wollen. Wir bemerken, dass 
der Anfangswert i^^ natürlich auch unter der Annahme {1.0 = 
willkürlich bleibt, aber in die Relationen (25 a) eingeht. Diese 
Bemerkung ist für das folgende von Wichtigkeit. 

Das Verfahren zur Bestimmung des zweiten Zweiges 
der Kurve, welche die yz- Ebene auf unserer S- Fläche aus- 
schneidet , erleidet hier eine Modifikation , die wir kurz 
skizzieren wollen. 

Nehmen wir wiederum an, dass (jlq = 0, sowie dass yo 
und y, dieselbe Bedeutung haben, wie in § 4 des ersten 
Kapitels, so besteht zwischen y« und yi die Gleichung (32): 

y» = Tiyi+..., (32) 

die wir kürzer so schreiben: 

y. = X (Ji). (32) 

Sei wiederum 

? = ßiy + 4ß2y*+... (55) 
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eine Funktion, deren Coeffizienten den Relationen (25) ge- 
nügen, und sei das Integral 

CO (X, y) = C (66) 

unserer Differentialgleichung mit Hülfe dieser ßf berechnet. 
Sei ferner 

*(y) = *« + ^iy + ... (57) 

eine Funktion, deren Coeffizienten den Relationen (25a) ge- 
nügen, und sei S mit Hülfe dieser Funktion aus (50) in der 
Form berechnet: 

S = So + ^(y) + riX + i(rnx2 + 2l,,xy) + ... (68) 

Man habe auch 

C = (0 = (p(y)4.aiX + ... (69) 

Alle Charakteristiken der infinitesimalen Transformation, 
welche durch die in der Nähe der z-Axe gelegenen Punkte 
0, yi, Si, hindurchgehen, weisen auf der entgegengesetzten 
Seite dieser Axe einen weiteren Schnittpunkt 0, yj,, Sa mit 
der yz-Ebene auf. Wegen der Willkürlichkeit von £o stellt 
nun (58) ein System von oo ^ Flächen dar , welche sich alle 
an der z-Äxe ganz regulär verhalten und in Verbindung mit 
(56) alle Charakteristiken liefern. Um die Gleichungen der 
durch 0, yi, ii gehenden Charakteristik zu erhalten, setzen wir 

C = ?)(y,), (60) 

io = Si-*(yi). (61) 

Da aber, wie oben bemerkt, die Relationen (25 a) So enthalten, 
so geht in die Coeffizienten -a-i , 1,^... von (58) So «in- Be- 
rechnen wir also aus (61) So, so erhalten wir eine Relation 
der Form 

So = MS,, y,), (62) 

wo X eine Entwickelung nach Potenzen von y, und S, dar- 
stellt, die nur von den Constanten der Differentialgleichung 
und den genannten Variabein abhängt. Substituiert man den 

3 
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Wert von ^o* J» (58) und setzt darin zugleich für y den 
Wert 

y. = X (yo, (63) 

so hat man ^^ statt i zu schreiben, und erhält etwa: 

«2 = ^(Ji, yj. (64) 

Wir schreiben in (53) für $o> ^las wir bisher als willkürliche 
Constante behandelten, der besseren Unterscheidung halber 

1*0 ; ist jetzt: 

I 

der gesuchte zweite Zweig der Schnittkurve in der yz- Ebene, 
so führen die Beziehungen 

?(yi) = Si. 

zu der Identität: 

*[x(yi)] = *[?(yiX yg]» 

aus welcher durch Vergleichung der Coeffizienten gleicher 
Potenzen von y^ auf beiden Seiten die zur Bestimmung der 
Pi nötigen Beziehungen sich ergeben. Es braucht wobl kaum 
bemerkt zu werden, dass die wirkliche Ausführung solcher 
Rechnungen von grösster Weitläufigkeit sein würde. 

Die im vorigen Kapitel über ein- und mehrblätterige 
Integralflächen gemachten Bemerkungen lassen sich nunmehr 
fast wörtlich auf unsern Fall tibertragen. 

Wir erwähnen noch, dass ein Unendlich werden der 
Funktion C eine Verzweigung der ^-Fläche, allgemein zu 
reden, nicht herbeiführt, vielmehr nur das Verschwinden der 
Funktion i zur Folge hat. 
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§ 3. ünendlichwerden der Funktion i 

Ba die nachfolgende Bemerkung für Diflferentialgleich- 
ungen höherer Grade ebenso gilt wie für die des ersten 
Grades, so wollen wir die vorgelegte Differentialgleichung 
in der Form (1) pag. 3 voraussetzen. Um das der partiellen 
Differentialgleichung (46) äquivalente simultane System (47) 
zu integrieren, suchen wir das Integral der Differential- 
gleichung 

-T = Y^ (65) 

d. h. von (1); sei dasselbe in der Form 

f (X, y, C) = (66) 

gefunden worden, so entnehmen wir hieraus y und substitu- 
ieren dessen Ausdruck in x und C in die Gleichung: ' 

dS 3x + ^37 + 3y' \d x + ^ 9 y) ,„_, 

(« - y) 4 

i ergibt sich hieraus durch eine Quadratur. Nach Ausführ- 
ung derselben hat man C mit Hülte'von (66) wiederum durch 
seinen Ausdruck in x und y zu ersetzen. 

Die Gleichung (67) gibt nun zu folgenden Reduktionen 
Anlass: Es ist 

dF aF 



also: 



dx 


3y. 


9y 


SF 


. dx' 


ap 


ay 




ay 



ay' 



ap ap /a_C , a c\ 
+ av'^'av' Vax "^^ av/ 



ax^ ay '^ay Vax ^•' av/ ,. av d 

'-- aV = -(^-y')a-y+d^(^-y') 

dy 

3* 
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oder 






dx. 



- .--. (68) 

<i = 



Eh sei hervorgehoben, dass diese Formel von der ähnlichen, 
attö der Theorie des Maltiplikators bekannten nicht wesent- 
lich verschieden ist. 

Da in (68) der zweite Faktor der rechten Seite von C 
ganz unabhängig ist, so erkennt man, dass I an einer Stelle, 
für welche 

c = r 

unendlich wird und beim Portschreiten längs einer Bahnkurve 
vom Positiven zum Negativen, oder umgekehrt, tibergeht. Die 

Kurve 

F(x, y, C) = 

bildet also in jedem ihrer Punkte die Grenze zwischen zwei 
(iebieten der Ebene, die sich durch den Sinn der infinitesi- 
malen Transfoimation unterscheiden. Nur an den Stellen, 
für welche ausserdem noch 

dx ~ ^ ' 

findet ein solcher Zeichen Wechsel nicht statt. 

Wenn wir jetzt wieder zu unserer Differentialgleichung 
ersten Grades (5) zurückkehren, und eine Fläche der infini-^ 
tesimalen Transformation nach der Methode des vorigen Pa- 
ragraphen mit Hülfe einer willkürlichen Funktion fj; bestimmt 
denken, so fragt es sich, wie sich diese Fläche an einem der 
Punkte verhält, wo die y-Axe die Kurve 

XC— Y = (69) 

schneidet, wo also (|>(y) im allgemeinen natürlich einen end- 
lichen Wert annimmt. 
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Wir beantworteil diese Frage durch Betrachtung eines 
besonders einfachen Falles, der aber für dieses Vorkommnis 
typisch ist. 

Das System der Integral kurven seien die Parallelen zur 
x-Axe, die Bahnkurven die konzentrischen Kreise um den 
^Nullpunkt. Dann werden die Gleichungen (5) und (47): 

y = 0, 

dx _ dy _ ^K-^) 

• '^'^ K-y^)- 

Die Integration ergibt: 

y == const., 
x$ = const. 

Die Ciiarakteristiken der infinitesimalen Transformation 
sind also hier die gleichseitigen Hyperbeln, die in den Pa- 
railelebenen zur yz Ebene liegen und deren Schnittlinien mit 
den beiden andern Coordinatenebenen zu Asymptoten haben. 
Wir verlangen, dass $ längs irgend einer Geraden der xy- 
Ebene, die wir mit L bezeichnen, und die weder durch den 
Nullpunkt noch zu einer der Ooordinatenaxen paiallel laufe, 
einen konstanten Wert a besitze. Ist A der Punkt, wo L 
die y-Axe schneidet, so enthält die entstehende ^Fläche die 
durch A gehende Vertikalgerade, wie auch die durch A 
gehende x-Parallele. Die Ebene der beiden Geraden ist also 
Tangentenebene der Fläche. Im Übrigen zeigt letztere in 
dem betrachteten Punkte keine Besonderheit. 
Allgemein ergibt sich folgendes Resultat: 
An einer Stelle der y-Axe, für welche C = y', 9 aber 
endlich ist, enthält die Fläche der infinitesimalen Transforma- 
tion die Gerade, die in A auf der xy-Ebene senkrecht steht, 
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III. Kapitel. 

§ 1. Fläche des Integrals für Bifferentialgleichangen 

höheren Grades. 

Wenn wir versuchen, unsere Betrachtungen auf Differen- 
tialgleichungen höherer Grade auszudehnen, müssen wir zu- 
vörderst für die Verzweigungen der Integraljfläche eine wich- 
tige Pallunterscheidung treffen. Die früher untersuchten Ver- 
zweigungen dieser Fläche (vergl. § 2) entstanden durch die 
vollkommen willkürliche Annahme der „Anfangsfanktion y" 
und konnten dementsprechend durch besondere Festsetzungen 
über die letztere beseitigt werden. Im Falle einer Differen- 
tialgleichung nten Grades dagegen: 

F (X, y, yO = (70) 

laufen durch jeden Punkt der Ebene n im allgemeinen ver- 
schiedene Integralkurven hindurch, die also in der Darstellung 

f(x, y, C) = (71) 

des allgemeinen Integrals von (70) auch durch n verschiedene 
Werte der Constanten C charakterisiert sein werden. Fassen 
wir daher in (71) als dritte Raumcoordinate des recht- 
winkeligen Systems x, y, z, so werden wir die Fläche 

f(x, y, z) = (71a) 

wenigstens als n-blätierig vorauszusetzen haben. Wir werden 
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die iiienlarch bedingte Verzweigung der Integralflacbe als 
we^ntlir'he (iezeicbnen. im Gegensatz zu den sogleich za be 
»prer'h^nden zweierlei Arten des aasserwesentlicben oder ac- 
ces^^irisehen B1ätterza.samnienbangs. 

Schreiben wir nasere Differentialgleichnng in der Form : 1 

Ly + M,y-* + M,y'— + . . . + M. = 0, (72) 

wo L, M^ , . , ganze rationale Polynome in x nnd y bedeateu, 
maltiplizieren dieselbe mit L°~* und setzen Ly' = ^, so kann 
man aas der entstehenden Gleichung 

* — »■ + M,d-' + M;^»"-* -f . . . M„^*> = (73) 

& nach ganzen steigenden Potenzen von x und y entwickeln, 
also auch y' in der Form 

darstellen, wo ^o einen der Werte vorstellt, die sich für 
X =s y = aus der algebraischen Gleichung (73) berechnen 
lassen. Diese Reihe konvergiert jedenfalls innerhalb eines 
endlichen Bereiches, wenn sich der Nullpunkt in endlicher 
Entfernung von der Kurve befindet, deren Gleichung 

A = (74) 

sich durch Elimination von y' aus den beiden Gleichungen 
(72) und 

ergibt. Man erkennt nunmehr sofort, dass alle Betrachtungen, 
welche wir in den ersten Paragraphen des I. Kapitels an das 
Verschwinden der Grösse Xo = knüpften, sich fast wört- 
lich auf den Fall Lo = übertragen lassen. 
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Diese Art der accfessorischen Verzweigung wollen wir 
im Folgenden überall ausser Acht lassen, indem wir in (72) 
die Funktion L geradezu der Einheit gleich setzen. Über- 
dies gestatten wir uns die Vereinfachung, den Grad der 
Difierentialgleichung gleich 2 anzunehmen, legen also unsern 
Betrachtungen die Gleichung 

y'« + My' + N = (76) 

zu Grunde, wenngleich manche der folgenden Ausführungen 
für DiflFerentialgleichungen beliebigen Grades gültig sind. 
Die „Diskriminantenkurve'^ 



?? 



M' 



4N = 0, 



(77) 



im allgemeinen der Spitzenort der Integralkurven*), möge in 
Fig. 4 durch das Bogenstück A B dargestellt sein , auf dem 




keine singulare Stelle der Differentialgleichung gelegen sei. 
Die Bogenstücke CD, CD'. . . mögen dann etwa dem ersten 
Zweige der durch (76) definierten algebraischen Funktion y' 
zugewiesen sein, die Stücke DE, D'E' dem zweiten. Der 



*) Vgl. Darboux, BuUetia 1878. 
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Nullpunkt des Coordinatensystems werde in endlicher Ent- 
fernung von der Diskriminantenkurve angenommen. Dann 
können wir die beiden Zweige von y' nach Potenzreihen von 
X und y entwickeln \ man habe etwa 

j\ = TT, (X, y) = yV^^ + X,<^>x + X,<«y -{-,.. (78) 

r, = TT, (X, y) = yV^> + X/2>x -f X,<«)y + . . . (79) 

Ordnen wir dann oo* Charakteristiken der Differential- 
gleichung so zusammen, dass die nach CD, CD'., sich pro- 
jizierenden Äste derselben durch die Punkte einer Kurve 

X = 0, z = 9(y) (80) 

hindurchlaufen, wo 9 wiederum eindeutig und durch eine in 
dem betrachteten Bereiche konvergente Potenzreihe: 

gegeben sei, so können wir das dadurch entstehende Blatt 
der Integralfläche mit Hülfe der Entwickelung (78) nach der 
bekannten Methode bestimmen. Dadurch ist aber gleich- 
zeitig ein zweites Blatt dieser Fläche festgelegt, welches von 
den sich nach DE, D'E'. . projizierenden Ästen jener Charak- 
teristiken beschrieben wird, mithin auch die Kurve 

z = * (y), (81) 

welche von diesem Blatt aus der yz-Ebene ausgeschnitten 
wird. Sind wir im stände, analog zu den in § 4 durchge- 
führten Betrachtungen, die Relation 

y. = t(yj (82) 

anzugeben , welche zwischen den Ordinaten y^ , y^ je zweier 
auf einander folgender Schnittpunkte P, G der Integralkurven 
CDE.. mit der y-Axe besteht, so ergibt die Identität 

1>(y2) = ?{yi) = ^[^(Yi)] (83) 

die nötigen Bestimmungsgleichungen für die Coeffizienten der 
Entwickelung ([^. 
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Verfolgen wir indes den Verlauf einer Integralkurve von 
(76) des Näheren, so zeigt sich, dass durch eine solche An- 
einanderreihung der Charakteristiken die integralfläche im 
allgemeinen keineswegs blos zweiblätterig ausfallen wird. Es 
ist vielmehr klar, dass sich die Frage nach der Blätterzahl 
wegen der grossen Mannigfaltigkeit der möglichen Fälle nicht 
allgemein erledigen lässt. Daher erscheint es geboten, die 
nachfolgenden Untersuchungen an ein spezielles, besonders 
einfaches Beispiel zu knüpfen. Nehmen wir an, dass die In- 
tegralkurven wie in Fig. 5 verlaufen, so zwar, dass sie ober- 




Fig. 5. 



halb des Nullpunktes die y-Axe nur eine endliche Anzahl 
von Malen schneiden, dass also auf dieser Axe selbst keine 
singulare Stelle vorhanden ist.*) Eine solche sei etwa bei S 
gelegen. Der Ast EH wird dann mit OD demselben Zweige 
von y' zuzuordnen sein, und da y im Schnittpunkte K jenes 



*) Wegen des in der Fig. 5 daigestellten Falles vgl. Dyck, Sitzungs- 
berichto der kgl. bayerisoJion Akademie der Wissensch. Bd. XXI, II. I. 
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Astes mit der y-Äxe im allgemeinen nicht denselben Wert 
annimmt wie in P, so erhalten wir dnrch unsere Construktiou 
noch ein drittes, eventuell viertes etc. Blatt der Integralfläche. 
Die so entstehenden Verzweigungen der Integralfläche wollen 
wir accessorische der II. Art nennen. In der That lassen 
sie sich vermeiden, wenn wir die analytische Beziehung 

73 = p(yi) (8*) 

zwischen den Ordiuaten y^ und y^ der Punkte K, F anzu- 
geben vermögen. Wir brauchen dann blos der Funktion y 

die Bedingung 

y(y3) = f{y,) (85) 

aufzuerlegen, um in ihr eine Anfangsfnnktion zu besitzen, 
durch deren Zugrundelegung jene Verzweigung beseitigt wird, 
und zwar selbst unter der Annahme, dass die in Fig. 5 ge- 
zeichnete Charakteristik ODE., die y- Axe oberhalb K noch 
mehrmals schneide, wie wir später nachweisen werden. 

Man sieht, dass der Erfolg unserer Massnahmen wesent- 
lich durch die Auffindung der Relationen (82) und (84) be- 
dingt ist. Dass dieselben existieren, sowie dass sie analyti- 
schen Charakter haben und nur von den Constanten der 
Differentialgleichung abhängen können, ist geometrisch ebenso 
deutlich wie im Falle der Beziehung (32) pag. 21 ; wir wenden 
uns nunmehr zu ihrer Ableitung. 



§ 2. Einftthrang der Fläche F (x, y, y) = 0. 

Interpretieren wir in der Gleichung (72), pag. 43, y' als 
dritte Coordinate des rechtwinkeligen Systems x, y, z, so 
werden die verschiedenen Zweige der algebraischen Funktion 
y' durch die verschiedenen, oberhalb der xy-Ebene sich aus- 
breitenden Blätter der Fläche 



' 
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F (X, y, z) = (86) 

veranschaulicht. Indem wir dann jeden in der xy-Ebene ver- 
laufenden Kurvenzug des Integralsystems auf das zugehörige 
Blatt der Fläche (86) vertikal projizieren, erhalten wir auf 
letzterer ein einfach überdeckendes Kurvensystem, das durch 
die DiflFerentialgleichungen 

dy 



dx 



= z, (87) 



dz ax 



aF ap .^ 



dx aF 



(88) 



dz 

definiert wird. Längs der durch 

A = 0, F = (89) 

gegebenen Raumkurve besitzen alle Kurven dieses Systems 
vertikale Tangenten. 

Eliminieren wir aus (86) und (88) die Variable y, so er- 
halten wir eine Differentialgleichung 

f (z, X. Il) = 0, (90) 

welche die Projektionen jenes Kurvensystems auf die xz- 
Ebene definiert. 

Wir fassen nun wieder die Differentialgleichung (76) so- 
wie die in Fig. 4 dargestellte Orientierung der y-Axe ins 
Auge. Darüber hinaus treffen wir jedoch noch die verein- 
fachende Annahme, dass die Variable y für den in Betracht 
kommenden Teil der Ebene sich aus (76) nach ganzen steigen- 
den Potenzen von x und z in der Form 

y = Ö (X, z) ' (91) 



') Vgl. Poincare, Liouville's Journal, sei*. 4. t. I. 
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entwickeln lasse, oder, geometrisch ausgedrückt, dass in das 
Gebiet der xy-Ebene, für welches wir die nachfolgenden Be- 
trachtungen durchführen wollen, sich kein Teil der Kurve 
vertikal projiziert, längs welcher die Fläche (8G) zur y-Axe 
parallele Tangentenebenen besitzt. Unter dieser Voraussetz- 
ung ist es offenbar gestattet, die Gleichung (88) nach Er- 
setzung von y durch seinen Wert (91) wie eine Differential- 
gleichung ersten Grades zu behandeln. Wir schreiben sie in 
der Form 

dz _ U^ 

dx {i(x, z) ^ ' 

Seien jetzt 0, Y die Coordinaten des Punktes, wo die y- Axe 
die Kurve A = schneidet (U in Fig. 4), Z der (doppelt 
zählende) Wert von y', der sich für x = 0, y = Y aus 
(76) ergibt. Es ist dann leicht zu sehen, dass das Integral- 
kurvensystem von (92) in Bezug auf den Punkt 0, z genau 
das Verhalten zeigt, das wir in § 2 Kapitel I pag. 10 f. 
charakterisiert haben. Bezeichnen wir mit 0, z^, 0, z^ die 
beiden zu verschiedenen Seiten von 0, Z gelegenen Punkte, 
welche eine der Integralkurven von (92) mit der z-Axe ge- 
mein hat, so werden wir, wie früher eine Relation 

z, = a(zj (93) 

oder auch, im Anschluss an die frühere Bezeichnung: 

angeben können. Nun setzen wir nach Gleichung (91): 

y, = Ö(x, y,') = fi[x, a(y,0]. 

Setzen wir hierin für y^' seinen Wert aus (78) in x und y^, 
dann auf der rechten Seite für x den Wert 0, so ergibt sich 
die in Aussicht genommene Relation zwischen y^ und y^. 

Unter denselben Voraussetzungen über die Verzweigung 
der Funktion y betrachten wir nunmehr den in Fig. 5 dar- 
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gestellten Fall des Karvenverlaufes. Ist S ein singulärer 
Punkt der Differentialgleichung, so wird diejenige Integral- 
kurve von (92), welche der Kurve CDEH (Fig. 5) zuge- 
wiesen ist, wie in nachstehender Fig. 6 verlaufen. Die 




Fig. 6. 







Punkte M, M' in Fig. 6, F in Fig. 5 sollen Auf- bez. Grund- 
liss je des gleichen Punktes der Fläche (86) darstellen. Dann 
werden auch M' und K in dieser Beziehung stehen. Die 
vertikal über S in Fig. 5 gelegene Stelle des Jntegralkurven- 
systenis projiziere sich in der xz-Ebene nach S'. Setzen wir 
für OM, OM' bez. Zg und z^, so erwächst die Aufgabe, 
zwischen z^ und Zg eine Relation 



Z3 = ^'(Zl) 



(94) 



zu finden, deren rechte Seite nach ganzen steigenden Potenzen 
von z^ fortschreitet. Das Bestehen einer solchen Beziehung 
hat Poincarc in seinen mehrfach genannten Arbeiten*) nach- 
gewiesen und gleichzeitig den Weg zu ihrer Herstellung an- 



*) Vgl. Liouvillo's Journal, ser. 3, t. VIII, papj. 255 f. 
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gegeben. Die Berechnung der im vorigen Paragraphen be- 
nutzten ßelation (83) erledigt sich nunmehr genau so, wie 
die soeben durchgeführte Ableitung der Gleichung (82); wir 
brauchen nur in den bezüglichen Entwickelungen den Index 
2 überall durch j und z durch o' zu ersetzen. 

Schneiden die dem ersten Zweige der Funktion y' zuge- 
wiesenen Aste der Charakteristik CDEH.. (Fig. 5) die y- 
Axe noch in weiteren oberhalb K gelegenen Punkten L..., 
so wird die durch Gleichung (85) definierte Funktion (p den- 
noch in allen solchen Punkten je denselben Wert annehmen ; 
denn entspreche dem Punkte M" mit der Ordinate z^ der 
Punkt in der vorhin angezeigten Weise, so ist die Relation 
zwischen z^ und Zg genau dieselbe wie zwischen Zg und z^. 

Haben wir nun auf dem angegebenen Wege die Rela- 
tionen (82) und (84) bestimmt, sodann vermittelst der Gleich- 
ung (85) 9 normiert, mit Hülfe von (83) tp bestimmt, so hält 
es nicht schwer, das allgemeine Integral von (76) in der Form 

m 

02-+.y(»)C+9<*) = (95) 

darzustellen, welche tür den ganzen in Betracht kommenden 
Bereich, mit Einschluss der auf A = liegenden Punkte, 
aber mit selbstverständlicher Ausnahme der singulären Stelle 
S gültig ist; denn setzen wir 

yd) = <p,a)+^/^)x + 9,^^)y+... 

9^^) = (p,(«) + ^/«)x + y,<*>y + 

so können wir aus (95) die beiden Zweige von C in der Form 

C, = a><>^ (X, y) = C/^> + a,^^)x + a,<^>y + . . . 1 
C, = ü)(«> (X, y) = C,<«> + a,(»>x + a,^^)y + . . . P 

entwickeln, wobei 

0/ willkürlich, 0\ = f°> 

zu setzen ist. Die Coeffizienten a^, . . sind ebenso gebaut wie 
die der Entwickelung (38), pag. 24. Identifizieren wir diese 



" ' [ (96) 

. . . , j 
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Ent Wickelungen mit den beiden Zweigen der Integralfläche, 
wie sie sich unter Zugrundelegung der Anfangsfunktionen (81) 
und (85) aus (78) bez. (79) ergeben, so gewinnen wir die zur 
Bestimmung der Coeffizienten von (p^^^ und 9^*^ nötigen Re- 
lationen. 

Wir können unser Schlussresultat noch in etwas anderer 
Form aussprechen, indem wir auf die Darstellung (20) pag. 
10 der Integralfunktion unserer Differentialgleichung zurück- 
gehen, wobei wir der Einfachheit halber wieder Xo = setzen 
wollen. Die Grösse jo', welche sich aus der Differentialgleich- 
ung für X = 0, y = jo ergibt, möge, um die Ideen zu 
fixieren, dem ersten Zweig der Funktion y' angehören. Be- 
rechnen wir dann die Grösse yo aus 

y« = 'c(yo)' 

[vgl. (82)] und stellen die Entwickelung (20) für die Anfangs- 
werte 0, yo, y'p her, wo aber jetzt der Wert y'o dem zwei- 
ten Zweige der Punktion y' angehören möge, so liefert uns 
diese zweite Entwickelung direkt eine analytische Portsetz- 
ung der ersten ; in ähnlicher Weise gelangt man vermöge (84) 
zu einem dritten Element derselben analytischen Punktion 
u. S; w., wobei wir freilich von der Betrachtung komplexer 
Wertgebiete der Variabein gänzlich absehen. 



§ 3. Die Fläche der infinitesimalen Transformation bei 
Differentialgleichungen IL Grades. 

Beim Studium des Blätterzusammenhangs* der S-Fläche für 
Differentialgleichungen höherer Grade stellt sich die weitere 
Complikation ein, dass in die partielle Differentialgleichung 
(46), pag. 28, ausser y' noch die willkürliche Punktion C ein- 

4 
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geht, welche ihrerseits Verzweigungen aufweisen kann. Wir 
haben diese Funktion bei unseren früheren Betrachtungen 
als eindeutig vorausgesetzt, d. h. die Fläche 

z = C (X, y) (98) 

sollte nur aus einem einzigen, über der xy Ebene sich aus- 
breitenden Blatte bestehen. Bei Differentialgleichungen höhe- 
rer Grade ergeben sich nun aber für die Annahme von C 
zwei besonders einfache Möglichkeiten. Entweder, wir lassen 
C wie früher eindeutig, oder aber wir verlangen, dass es ge- 
nau dieselben Verzweigungen besitze wie die algebraische 
Funktion y'; d. h. denken wir C durch die Gleichung 

f(x, y, C) = 

definiert, welche wir in bekannter Weise als Fläche deuten, 
so soll die letztere mit der Fläche der Differentialgleichung 

F (X, y, z) = 

in Bezug auf die xy-Ebene die Diskriminantenkurve , sowie 
Blätteranzahl und -Zusammenhang gemein haben. Eine andere 
Annahme für C würde kein einfaches Resultat ergeben. Sind 
demzufolge insbesondere die beiden Blätter des Integrals einer 
Diö'erentialgleichung durch die Gleichungen 

= ü)<^^(x, y), C = (o<«(x, y), 
die entsprechenden Blätter der Fläche (98) durch 

z = Ci (X, y), z = Ca (X, y) 
gegeben, so liefert die Beziehung 

sofort die beiden Zweige der Fui.ktion i: 
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?^i , r ?J^ (i = 1> 2), 

wodurch wir der Mühe enthoben werden, die Betrachtungen 
der vorigen beiden Paragraphen für die Punktion 6 und deren 
partielle Differentialgleichung noch einmal explizit durchzu- 
führen. 



§ 4. y erhalten an der Diskriminantenkurve. 

Ist Xo, jo ein Punkt der Kurve A = 0, so werden be- 
kanntlich*) die beiden Zweige der Integralkurve, die sich in 
diesem Punkte zu einer Spitze vereinigen, durch die Ent- 
wickelung dargestellt: 

y — yo = yo'(x — Xo) 

+ (X - Xof [Ao + A, (X - Xo)^ + A, (X — Xo)^ +...]. (99) 
Dabei ist 

\äy^/o 
worin für y^,' jener Wert zu setzen ist, der F = und 

/dF\ 

I — ) = zugleich befriedigt. 

Die Rechnung zeigt, dass die A^n obiger Entwickelung 
Produkte von Ao in rationale Funktionen von Xo, yo, yoS die 
Aan + i dagegen selbst rationale Funktionen dieser Grössen 
sind. Aussei'dem entspricht offenbar jedem Wertepaar von 



*) S. Briot und Bottqiiet, Journal de TEcole Polytechniquo, cah. 36. 

4* 
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Xq, Jo nur ein einziger Wert von y^', der hier in Betracht 
• kommt. Entwickeln wir daher x^ aus 

A(Xo, yo) = 
in der Form: 

Xo = miJo + im,yo* +. . . (100) 

(wobei wir voraussetzen, dass die Kurve (74) durch den Null- 
punkt läuft), so können wir auch unser y^,' leicht in der Form 

Yo = So + Siyo+--- (101) 

darstellen, indem wir für Xq seinen Wert in die Gleichung: 

'aF' 



Vavvo 



.ay/o 

einsetzen und hieraas die Grösse y^' entwickeln, was für 






stets möglich ist. Setzen wir dann in (99) alle Glieder der 
rechten Seite, welche ganze Potenzen von x — x^ enthalten, 
auf die linke und quadrieren, so kommt': 

(y - ■ Jo? - 2(y - yo) (x - x») [yo' + a,{x - x«) + ■ •] 

+ (x-Xo)»[yo' + A,(x-Xo)+..]* 
= (X - Xo)» Ao« [1 + B,(x - Xo) + BJx - Xo)« +..f, 

« 

worin die B^ rational in x^, yo, yo' werden. Wegen (102\ 
können wir nun vermöge (100) und' (101) alle Coeffizienten 
A|ßi nach ganzen Potenzen von yo entwickeln. Die nieder- 
sten Glieder in x, y, yo werden dann 

[y — SqX — (1 — miSo)yo]^ + Glieder 3. Ordnung. 

Passen wir nun etwa yo — a (wo a eine feste Constante be- 
deutet) als Integrationskonstante, resp. als dritte Raumkoordi- 
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nate auf, so erkennt man, dass unsere Integralfläche im Punkte 
0, 0/a einen uniplanaren Knoten besitzt. Da dies für jeden 
Punkt der Diskrirainanteukurve gilt, so folgt: auf dem ver- 
tikalen Cylinder A(x, y) = besitzt die Integralfläche eine 
ßtickkehrkante, ein Resultat, das auch für jede andere Wahl 
der Integrationskonstante gilt und übrigens geometrisch leiclit 
vorauszusehen war. 

Für die Fläche der infinitesimalen Transformation ergibt 
sich ein wesentlich anderes Resultat. Ist 

F = Ly'- + M,y"-^ + . . + m, = 

so setzen wir wiederum voraus, dass 

3^ = nLy-' + ..M_, (103) 

a^F 

für X = Xq, y = y^, y' = y'^ verschwinde, nicht aber :^-^, 
Die Gleichungen (47) liefern: 

dS L^x ^ ^ay ^ay' Vax^'^ ay/J '^ ^^ay* 

Entwickelt man den Ausdruck (103) nach Potenzen von 
X — Xq, y — y^, y' — y^' und setzt für y — y„ seinen Wert 
(99), tür y' — y^' den sich daraus ergebenden: 

y'-Yo' = fAo(x-Xo)^+4A,(x-yo)'+.., (104) 

aF l 

so wird X-; durch (x — x^) und durch keine höhere Potenz 

aF aF ac 

dieser Grösse teilbar. Entwickelt man ebenso :;—, :r— , C, ■;^-, 

a X a y a X 
a n 

:r— nach Potenzen von x — x^ etc. und substituiert überall 

^y 

die Ausdrücke (99) bez. (104), so nimmt die Gleichung (104) 
folgende Gestalt au: 
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L 

I 
I 



dx 






= [Po + PiC» — ^o) 4- Pa(x — Xo) + • •] T ^'^^ 

oder durch Division, da p^ ^ (Co — y'o) 1 F"^/ *'* ^*'" ■^"^^ 
verschieden voransgesetzt werden kann: 

— ^[r« + r.(x-Xo)* + -] = T' ^^^^ 
(X — Xo) 

durch Integration ei^bt sich: 



S , J . __ _ .3 



y- = ai(x — x^) 4-aj(x — Xo) +.. • 

«0 

oder 

S = So[l + bo(x-Xo)*+..]. 

Die Projektion einer Charakteristik der infiuitesimalen 
Transformation auf die z x-Ebene hat also in dem Punkte x^, 
So eine vertikale Tangente, zeigt aber im Übrigen keine Be- 
sonderheit. 

Die Oharakteristiken der infinitesimalen Transformation 
berühren also den Cylinder A = und haben im Berührungs- 
punkt vertikale Tangenten; A = ist also eine singulare 
Lösung des simultanen Systems (47)*). Diese Kurve stellt 
sich mithin für die Fläche der infinitesimalen Transformation 
als Projektion einer ümrisskurve im gewöhnlichen Sinne dar. 
Dieser Satz erleidet jedoch eine wichtige Ausnahme. 

Ist nämlich 



*) Vgl. Qow^aty Amerio. Journal 12. Das öoursaf sehe Kriterium 
ist hier nicht unmittelbar zu verwerten. 
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so erhält man eine Gleichung der Form 

dx [Co + c,(x — Xo)^ + %(^ — Xo)' 4- • .] = y 
oder 

8 

^ = So [1 + ^'Ä^ — Xo) + dgCx — Xof + . .], 

d. h. die Projektion der Charakteristik auf die $ x Ebene, also 
auch die Charakteristik selbst hat auf dem Diskriminanten- 
cylinder eine Spitze. 

Man kann C natürlich auf unendlich viele Arten so be- 
stimmen, dass die Gleichung 

ap aF 

3^+C^ = (107 a) 

für jeden Punkt x^, y^ besteht, welcher der Gleichung (74) 
genügt. Zunächst können wir annehmen, dass (107 a) iden- 
tisch besteht. Dann erhalten wir durch Elimination von y' 
aus (70) und (107 a) eine Gleichung nten Grades in C: 

(p (x, y, C) = 0. 

Man sieht leicht, dass das System der Bahnkurven dann dar- 
gestellt ist durch 

F(x, y, C) = 0, 

wenn F (x, y, y') = die vorgelegte Differentialgleichung ist. 
Zweitens können wir aber die Grösse y auch aus (107a) und 

eliminieren. Für n > 2 entspricht jedoch das so bestimmte 
C. nicht den Verabredungen, die wir im vorigen Paragraphen 
über die Bahnkurven der infinitesimalen Transformation ge- 
troffen haben. C würde nämlich in diesem Falle die Ver- 
zweigung eines y' tragen , das sich durch Auflösung von 
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^t(Pi) arsßhe, I>K8e M«^tb«>le bt aho aar tör <iea Fall der 
I>ilferentia%l«:khon(^ zweiten Gradea 

Lr» + My + >' =0 (109) 

▼«rn Inteeeiae. 

Die Gleiebaogr (10><) wird hier 2L7'-f-M = 0; es ist 

ferner: 

A = 4LN — M», 

L. M « — 2 LM M, 4- 4 L*X. 
^" L,M* — 2MLM, + 4L*N, 

'dl 



l(3|-4NL,) + L.M« 
l(~-4NL,) + L,M« 

3X 

Die Bahnkurven der infinitesimalen Transfoi-mation werden 
alBO dargestellt durch A = cL. 

Da nun aber für Punkte der Diskrimioantenkurve stets 
die Gleichung gilt: 

a(4>A) aA aF 
ax äx äx 



a(4>A) aA aF ' 

was auch 4> sein mag, so erkennt man, dass jedes Bahn- 
kurvensystem 

A4> = c 

ein C liefert, das für alle Punkte der Diskriminantenkurve 
der Gleichung (107 a) genügt. 
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Jede infinitesimale Transformation also, welche die Dis- 
kriminantenkuiTe in sich überführt, in dem Sinne, dass 
A 3= unter ihren Bahnkurven enthalten ist, gibt zu Cha- 
rakteristiken Veranlassung, die auf dem Cylinder (74) Spitzen 
haben; man sieht auch leicht umgekehrt, dass letzteres nur 
stattfindet, wenn die Bahnkurven der infinitesimalen Trans- 
formation die Kurve A = enthalten. ♦ 

Um diese Verhältnisse an einem einfachen Beispiele zu 

übersehen, betrachten wir die Differentialgleichung y' = Kx, 
deren allgemeines Integral lautet: 

(y_C)2 = |X». 

Eine infinitesimale Transformation unserer Differential- 
gleichung lautet Uf ^ — ; setzen wir C = 1, so liefern die 

Formeln (42) u. a. S = in = :rr=^\ man erhält so als 

1 — Fx 

Gleichung der S- Fläche: 

und bestätigt leicht, dass die Geiade x = 0, S = l die Um- 
risskurve dieses Cylinders ist. 



§ 5. Eindeutige inflnitesimale Transformationen der 
Differentialgleichungen II. Grades. 

Wir gehen nunmehr dazu über, eine Besonderheit zu be- 
sprechen, welche die Theorie der infinitesimalen Transforma- 
tion speziell für Differentialgleichungen zweiten Grades dar- 
bietet. Sei eine solche in der Form (109) gegeben. Berück- 
sichtigen wir die zweite Verabredung, die wir im vorigen 
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pHir.*Sfrar)h**n iih**r J zenrotft^n hahen, ho ortiien iie Diiferea- 
tlulfflftU'Mnn^an 47 jeft^rm Rannipankr*i i. y. ^ zw«±i niitl mir 
xw<n P'^rt^hreif^mörsrichranireii xti, .ietmienta aIso ^m Svsteoi 
von ^^^ Raiimkm-ven, Tin denen Anrdi jetiea Paukt zwei 
bindnr^.höfeben, Hieriurf^h Lst jalem Punkie «les Bäuraies 
eine ßhene 2fiup»rdner. n^tmlkh die Ebene jener beiden Fort- 
?{^:hreitiin^j*richtan?en. Eine *>lr!iie Zaordaan^ von Punkt 
nnA Elvme kann in alteemeiniJter Wewe darch eine toule 
Di fferen fJalö^ei/^hnn^ : 

F^x,y, 4; 4x + Q y, j,f;(iy + R Xj i: di = o (llO) 

f(e.^eA)efi werden; die dem Punkte x. v, | zogeordnete Ebene 
19t dann: 

P(X-X; + Q(Y-yj + K(Z-D =0. (111) 

Wir wollen die^ totale Difi'erentialgleiehnng fnr nnsem 
Fall an f9t eilen, wobei wir, wie schon bemerkt, C als ein- 
dentig vorao^setzen. 

Bind y/ und y,' die beiden Werte von y, die sich für 
irgend einen Punkt x, y aus (108) berechnen lassen, so sind 
die beiden durch den Punkt x, y, i gehenden Richtungen 
definiert durch: 

dx _ dy 
1 ~ yi' ^ 



5 



i = 1, 2. 

Die Ebene dieser beiden Richtungen ist: 



X ^- X, (C - y/) (2 L y/ + M) , (C - y/) (2 L y,' + M) 
Y-- y, y,'(C-~y/)(2Ly/ + M), y.'(C-y.0(2Ly,' + M) 

^^■^ [Uy.'--i-... L [Lxy;« + ... ] 



= 0. 



— 59 — 

Ersetzt man X— x, Y — y, Z — i bez. durch d x, d y, 
äi, rechnet die Determinante aus, dividiert durch y,' — y,' 
und drtickt die vorkommenden symmetrischen Funktionen von 
y/i Ji durch L, M, N aus, so erhält man folgendes Resultat: 

Sei 

ü = N, + CN, + M^, 

S. = N(2M + CM), S, = (2LC — M)N — CM«, 

T. = — N (M 4. 2LC), T, = L (2N + CM), 

U. = (M» — 2LN + MLC), D, = — L(2LC + M), 

so wird die totale Differentialgleichung: 

(SS. -I- TT, + U ü.) dx + (SS, + TT. f U ü,) dy 

+ (4LN — M*)(LC*H-MC + N)dlogS = 0. 

Wir wollen sie noch kürzer in der Form schreiben: 



Ad 



x + Bdy + Cy = 0. (112) 



Die Integrabilitätsbedingung einer Gleichung (110), d.h. 
die Bedingung dafür, dass sich die m* Ebenen (111) zu Tan- 
genteuebenen von od' Flächen znsammenorduen lassen, ist 
nun bekanntlich: 

In unserem Falle wird dieselbe: 

Es ist dies, wie man aus der Bedeutung von A, ß, sofort 
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erkennt, eine partielle Differentialgleichung II. Ordnung für 
C, die wir indes, ihrer Weitläufigkeit wegen nicht in ausge- 
rechneter Gestalt anschreiben wollen. Wir werden sogleich 
sehen, wie man zu derselben Gleichung auf kürzerem Wege 
gelangt. 

Würden wir nun eine Punktion C kennen, welche dieser 
partiellen Differentialgleichung Gentige leistet, so würde sich 
S leicht nach dem Dubois-ReymoncP scheu Verfahren durch In- 
tegration einer gewöhnlichen Differentialgleichung I. Ordnung 
aus der totalen Differentialgleichung (112) ergeben. 

Wir wollen uns indessen mit diesem Integrationsverfahren 
nicht weiter beschäftigen; denn wir werden später nachweisen, 
dass mit der Auffindung einer Funktion C, welche (113) be- 
friedigt, die Integration einer Differentialgleichung (109), also 
auch die Berechnung aller ihrer infinitesimalen Transforma- 
tionen im Wesentlichen geleistet ist. Für unsern Zweck ist 
nur die Bemerkung wichtig, dass die aus (112) zu erhaltenden 
Flächen der infinitesimalen Transformation einblätterig sind. 

Wir können diese Thatsache leicht durch folgende Be- 
trachtung verifizieren : 

Sei 

4> (X, y, S) = C (lU) 

das Flächensystem, welches das allgemeine Integral von (112) 
darstellt, nachdem C durch (113) bestimmt ist. Zunächst ist 
klar, dass eine Umrisskurve einer der Flächen (114) sich 
entweder in die Kurve A = oder in eine Integralkurve 
von (109) projiziert. Der vertikale Cylinder nun, der auf 
einer der Integralkurven von (109) steht, schneidet eine dieser 
Flächen offenbar in einer Kurve, welche sich vollständig aus 
Charakteristiken der infinitesimalen Transformation zusammen- 
setzt. Besässe nun eine der Flächen (114) auf dem Cylinder 
A = eine ümrisskurve, so würde jede der genannten 
Schnittkurven aus zwei Zweigen von Charakteiistikeu be* 
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stehen, welche in einem Punkte des Cylinders A = sich 
oskulieren, während die Tangentenrichtung im Oskulations- 
punkte vertikal steht. Es würden also in einem jeden solchen 
Punkte vier der einem beliebigen Raumpunkte zugewiesenen 
Fortschreitungsrichtungen zusammenfallen, während das si- 
multane System (47) doch nur zwei solche Richtungen liefert. 
In gleicher Weise zeigt man, dass auf dem Cylinder (74) zwei 
Blätter einer Fläche auch nicht vermöge einer Rtickkehrkante 
zusammenhängen können, u. s. w. Aber auch die in § 2 des 
II. Kapitels charakterisierte ' Verzweigung kann nicht ein- 
treten, da sich ja, wie (112) lehrt, die Tangentenebene einer 
Fläche (114) ausser für A = nur noch für 

LC'-f-MC + N = 0, 
d. h. für 

vertikal stellen kann (nicht aber für C = oo). An diesen 
letzteren Stellen aber hängen zwei Teile eines und desselben 
Blattes der 6-Fläche durch's unendliche in einfachster Weise 
zusammen, wie wir früher gesehen haben. 

Zugleich erkennt man, dass die Charakteristiken der 
vermöge (112) bestimmten infinitesimalen Transformation S, 6C 
auf dem Diskriminantencylinder Spitzen haben, dass also nach 
dem vorigen Paragraphen die Diskriminantenkurve unter den 
Bahnkurven unserer Transformation enthalten ist. 

Wären wir ursprünglich von der Forderung ausgegangen, 
eine einblätterige Fläche der infinitesimalen Transformation 
aus den Charakteristiken (47) herzustellen, so hätte die Be- 
trachtung der Verhältnisse auf dem Diskriminantencylinder 
sofort ergeben, dass die beiden Charakteristiken, welche durch 
irgend einen Punkt der Fläche hindurchgehen, ganz in ihr 
enthalten sein müssen, und wir wären so rückwärts zur to- 
talen Differentialgleichung (112) und zur partiellen Differen- 
tialgleichung (113) geführt worden. 
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Wir können daher allgemein den Satz aussprechen: 
Ist C eine Lösung yon (113), so gibt die Funktion i, 

welche darch Integration von (112) bestimmt wird, zusammen 

mit SC eine infinitesimale Transformation: 

a f d{ 

welche die beiden Zweige der Differentialgleichung gleich- 
zeitig in sich überführt, und umgekehrt führt die Aufsuchung 
einer solchen stets auf die beiden Probleme, welche in den 
Gleichungen (112) und (113) ihren Ausdruck finden. 

Rein analytisch könnte man die partielle Differential- 
gleichung auch folgendermassen ableiten: 

Soll die infinitesimale Transformation (115) die beiden 
Zweige des Integrals von (109) gleichzeitig in sich überführen, 
so hat i den beiden partiellen Differentialgleichungen zu ge- 
nügen : 

i = 1, 2. 

Der Index , deutet an, dass man in dem betr. Ausdruck fär 
y' den Wert y,' zu setzen hat. 
Wir setzen: 

di dx di Sy 

äx ~ äT' äy ~ äT' 
dl dj 

multiplizieren (116) nach Substitution dieser Ausdrücke mit 

d f 

. und bezeichnen die linken Seiten der Gleichungen sodann 
mit Alf. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, 



e 
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dass die beiden Gleichungen (116) eine gemeinschaftliche Lös- 
ung zulassen, ist dann die, dass man identisch setzen kann: 

* 

(A,A,) = A,(A,f)- A,(AJ) = p,A,f + p,A«f, (117) 

wo pi , pa irgendwelche Funktionen bedeuten. Vergleicht man 

dt d f a f 
die Coeffizienten von ;r-, ;r-, r^ auf beiden Seiten der Iden- 

ax' ay' ^i 

tität (117), so erhält man drei Relationen, aus denen man 
Pt, ps eliminieren kann. Das Resultat dieser Elimination 
liefert dann nach Division mit y^' — yi' die gewünschte par- 
tielle Differentialgleichung für C. Übrigens führt sodann die 
Aufsuchung der gemeinsamen Lösung der Gleichungen (116) 
wiederum auf die totale Differentialgleichung (112) zurück. 



§ 6. Diagonalkurven. 

Von dem Vorhandensein einer infinitesimalen Transfor- 
mation, welche die beiden Zweige des Integrals von (109) 
gleichzeitig in sich überführt, können wir uns noch in anderer 
Weise Rechenschaft geben. 

Dm unsere Bezeichnungweise der ZriVschen anzupassen, 

seien 

Y^Jx^) ^ Y,(x, y) 

^' X,(x, y)' . ^' X(x, y) 

die Werte von y', welche sich für einen Punkt x, y aus (109) 
ergeben ; dabei ist Xi = Xj = L, während Yj und Y, Potenz- 
reihenentwickelungen darstellen, wobei wir voraussetzen, dass 
der Punkt, für den entwickelt wird, nicht auf A = gelegen 
sei. Seien ferner 

^1» "^l» »2> ""Js 
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I 

die beiden Zweige einer zu (109) gehörenden infinitesimalen 
Transformation in dem in § 3 erläuterten Sinne, endlich 

a>i = 0, (Og = C 

die beiden Zweige des Integrals von (109). 

Alle infinitesimalen Transformationen von (109) sind dann 
in der Form enthalten: 

U.f EH (S. + p.X,)^^ 4-(l. + P.Y.) l^ 
oder auch (118) 

u,f = (s. + p.x,) y + (Yj, + p,Y,) i^, 

wenn wir der Kürze halber $„ tj, noch mit der in den For- 
meln (40) pag, 26 explizit geschriebenen willkürlichen Funk- 
tion F ((0,) behaftet denken. 

Bestimmen wir jetzt pi, p^ so, dass 

Si + Pi Xi = Sa 4- pa Xj, 
^1 + Pi Yi = fl* + Ps Y„ 

so kann man hieraus p, , p^ berechnen und erhält für die ^ 
Funktionen S, H der infinitesimalen Transformation, welche 
die beiden Zweige von (109) gleichzeitig in sich überführt, 
resp. die Werte: 

t , (^» — Si) Yg — (Y]a — 7)0 Xa ^ . 
^ , (Sa — £0 Ya — (7)» — Y]0 X, ^ 

^^"^ X,Y, — X,Y, ^^' 

oder auch, was dasselbe ist, 

t L (^a — ^i) Yi — (iri8 — TlQXi ^ 

?2 'r Y V IT V ^ ' 

, , (€» - 4.) Y . - (7], - T).) X. ^ 
vi«i X.Y. — X,Y. " ^'- 
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Nimmt man das arithmetische Mittel der beiden Aus- 
drücke für S bez. H, so findet man leicht: 

ji'—ji ' 

(119) 

j n _ Yji + 7]2 H — — ~i , 

wie man sieht, überall eindeutige Funktionen. 

Setzt man C = ?=r, so hat man für die Lösung der par- 

tiellen Differentialgleichung II. Ordnung (113) eine andere 
Darstellung. 

Dass die gefundene infinitesimale Transformation (119) 
die Diskriminantenkurve in sich überführt, zeigt man wohl 
am einfachsten folgendermassen : 

Denken wir uns das Integral von (109) in der Form 

4 

G^ + fC + f^ = (ö>i — C) (o), — C) = 
geschrieben, so zwar, dass 



dann ist auch: 









und es folgt durch Subtraktion der beiden Gleichungen: 

p 3((08 — fa )J ^ 9(0), — ( oj ^ ^ 

"^ dx dy 

Bezeichnet man also die Bahnkurven der infinitesimalen 
Transformation S, H mit f = const., so folgt: 

o>i— ö), = f(f) 
oder 
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Da nun für A = jedenfalls auch (p* — 4<p = 0, so ist 
für jeden Punkt der Diskriminantenkurve : 

y = qr (0) = const., 

d. h. die Diskriminantenkurve ist unter den Bahnkurven 
unserer infinitesimalen Transformation enthalten. Wir werden 
diese Bahnkurven sogleich noch genauer charakterisieren. 

Es liegt nahe, die Integralkurven der Differentialgleich- 
ung (109) selbst als Bahnkurven einer ihrer infinitesimalen 
Transformationen zu benutzen, in der Art, dass der eine 
Zweig des Integralsystems durch eine infinitesimale Trans- 
formation in sich übergeht, deren Bahnkurvensystem von 
dem andern Zweig des Integralsystems gebildet wird, und 
umgekehrt. 

Seien S^, yj^, Sg, ri^ die beiden Zweige der so definierten 
infinitesimalen Transformation, so ist also 



und man hat: 



oder, da 






K- 



9(0, 

3x 



+ y 



' 9y 



) = F ((D.) 



3(Dj 



J^' = - 



«1 = 



PK) 



äy 



I, = 



(ya'-yi') 



T^< 



PK)y/ 



9<«)j 

9y 



(y»'-yi') 



12 = 



do> 






9(0, ' 




3(0 








-FK 


.) .) 


~ 3(02 

ay 


(y.'- 


y*')' 




yi'Fo 


tüj) 


9(Ö2 

3v 


(y.'- 


• 

yi') 



(120) 



(121) 
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Betrachten wir (vgl. Fig. 7) das unendlich kleine Pa- 
rallelogramm A B D, welches von zwei Paaren aufeinander- 
folgender Integralkurven gebildet wird, die resp. verschiede- 
nen Zweigen angehören. Die Projektionen von A D, D C auf 
die X- Parallele durch A und auf die y-Parallele durch C sind 
bis auf unendlich kleine Grössen II. Ordnung resp. gleich 
i^8t, SgSt, >]i8t, YjgSt. 




Fi^, 7. 



Setzt man in (120) und (121) F der Einfachheit halber 
gleich 1, so erkennt man aus der Figur unmittelbar, dass 
die Funktionen 



i = i^ + i^ ^ 




1 = 1i + ^s 



bezw. 



V ==i,-i,= 



>] = >]l — "^2 = 








(122) 



(123) 



5» 
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iXi fek'L ttj^tithrhiL IIa 4. x bei V*r:tÄQ5*c-Li:D£ tol m. «nl ••. 
bez. V.' otd V,' unz^uien bleibeik. t'. t ia^rt^en das Ztiebeik 
weebMrlo. so bat loaii iu 122 eint mäüit&dmale TriBSiama- 
tif/ti xor feiclL, die für beiie Zwtri^c iieniiscb dieselbe ist, 
wHittbi VJZf eine TraT*^foniialioD darstc.li. welche für die 
beilfiii Zweige bis anfs Vorzeichen diesell« ist. Die Bahn- 
konreo dieser ififiuiur^imaleo TraosformationeD stellen, wie 
F%. 7 lebrt, die beiden za einer genissen Anorlnang der 
Inte^ralkiUTen Ton ;109. gehörigen Diagonalkanrensysteme 
dar. Man erkennt leicht an einer Figur, dass das eine dieser 
Hvifteme die DiskriminaDtenkurve enthalten mnss, während 
die Kurven des andern durch die Spitzen der Integralknrven 
in der Kiehtnng der betreffenden Rückkehrtangente hindarch- 
gehen; ans dem letzteren Grunde gehen also i\ t/ längs einer 
Bahnkurve in einem Punkte der Diskriminantenknrve durch's 
Unendliche vom Positiven zum Negativen über, während an- 
dererseits i und 7] in solchen Punkten, allgemein zu reden, 
endlich bleiben, wie auch die Formeln (122) und (123) zeigen. 

Da umgekehrt die Bahnkurven jeder infinitesimalen Trans- 
formation, welche die beiden Zweige wn (109) gleichzeitig in 
sieb fiberfttbren soll, offenbar ein solches Diagonalsystem dar- 
stellen mfissen, so können wir schiesslich den Satz aussprechen : 

Die Lösungen der partiellen Differentialgleichung (113) 

sind in der Formel C = y enthalten, wo tj und £ aus (122) 

zu entnehmen sind. Die rechten Seiten von (122) enthalten 
natttrlicb noch eine willkflrliche Funktion. 

Bemerken wir noch, dass die Kenntnis von C = y, so- 
wie auch die von C = ?> hinreicht, um die Integration von 
(109) auf Quadraturen i^uräckznfübren. Denn mit C ist auch 



(vgl. Fig. 7) <};CAi) gegeben; da ausserdem <^CDA be- 
kannt ist, so keunt man den Qnotientfin 

CD 

AD 
für jeden Punkt der Ebene. Diese Kenntnis reicht bekannt- 
lich ans, um unser Integrationsproblem zu erledigen.*) 

Zur Erläuterung der in diesem Paragraphen besproche- 
nen Verhältnisse sei als Beispiel die Differentialgleichung 

y" + 2cxy' + bx» + 2ay = (124) 

augeführt, welche die infinitesimale Transformation 

"'-^y + ^yli (126) 

zulässt; die Bahnkurven dieser Transformation sind also 

y = Gx\ (136) 

Da der Nullpunkt eine singulare Stelle der Differential- 
gleichung (124) darstftllt und letztere in erster Annäherung 
für das Verhalten der allgemeinsten Differentialgleichung 
höheren Grades typisch ist**), so dürfen wir sch'iessen, dass 
uns durch (126) das Verhalten der Bahnkurven einer infinite- 
simalen Transformation der besprochenen Art, und durch (125) 
das der Transformationsfnnktionen selbst für eine singulare 
Stelle der Differentialgleichnng (70) in ei-ster Annäherung ge- 
geben ist. Wir haben somit durch unsere Festsetzungen 
über die Bahnkurven der infinitesimalen Transformation für 
die letztere das denkbar einfachste Verhalten erzielt, wie wir 
in der Einleitung in Aussicht »ahmen. 

•) Lie, a. a. 0., Kap. 9, g 2, Sata 4. 

*•) Vgl. Dyek, a, s. 0., ßd. XXI, Heft I. 
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VITA. 



Der Verfasser, Eduard Ritter von Weber, wurde ge- 
boren den 12. Mai 1870 zu München. Seine Eltern sind der 
verstorbene Eduard Ritter v. Weher, kgl. bayer. Lieutenant, und 
Fauline v. W., geb. Probst, Er besuchte 1879 bis 1888 das 
Maximiliansgymnasium zu München, das unter der Leitung Lins- 
mayer^^ später N. Wecklein'9, stand. Nach bestandenem Gymnasial- 
absolutorium wurde ihm die Auszeichnung zu teil, in das kgl. 
Maximilianeum zu München aufgenommen zu werden. Als Ange- 
höriger desselben oblag er in den Jahren 1888 bis 1892 seinen 
mathematischen, physikalischen und astronomischen Studien an der 
Universität München unter den Herren Proff. Bauer, Lommel, 
Frings keim, Seeliger, sowie als Hospitant der kgl. technischen 
Hochschule unter den Herren Proff. v. Braunmühly Dyck und Voss, 
Im Sommer 1892 bearbeitete er die Preisaufgabe der allgemeinen 
Abteilung der kgl. technischen Hochschule, und wurde ihm für 
die vorliegende Arbeit ein erster Preis zuerkannt, aber aus for- 
mellen Gründen nicht ausgefolgt. Nach Ablegung der mathema- 
tischen Staatsprüfung bezog er 1892 die Universität Göttingen. 
Für die stets gütige Förderung seiner Studien ist er seinen hoch- 
verehrten Lehrern zu bleibendem Danke verpflichtet. 



